﻿J MILNOR A WALLACE TOPOLOGIE PITTEREN/IAL CURS INIȚIAL TOPOLOGIE DIN PUNT DE VEDERE DIFERENȚIAL de JOAN W MILNOR Universitatea Princeton Pe baza notelor lui DAVID W WEAVER Presa universitară din Virginia Charlottesville TOPOLOGIE DIFERENȚIALĂ Primii pasi de ANDREW H, WALLACE Universitatea din Pennsylvania W A Bfnjamin New York • Amsterdam "MATEMATICĂ MODERNĂ" Seria populară J MILNOR A WALLACE Topologie diferențială CURS INIȚIAL Traducere din engleză Traducere din engleză A A Blokhina S, Yu Arakelova Editat de D V Anosova EDITURA "MIR" Moscova UDC , Cartea este compusă din două lucrări mici și bine completate ale unor cunoscuți oameni de știință americani Poate servi ca o introducere inițială într-o nouă disciplină matematică, al cărei interes a crescut foarte mult în ultimii ani Ideile de topologie diferențială s-au dovedit a fi extrem de fructuoase în geometrie, în analiză, în teoria ecuațiilor diferențiale și, de asemenea, în diverse aplicații ale matematicii Autorii prezintă conceptele inițiale ale acestei discipline, ilustrându-le cu un număr mare de exemple Cartea ar trebui recomandată oricui începe să studieze matematica modernă Este disponibil pentru studenții juniori ai universităților și institutelor pedagogice, dar va fi de asemenea de interes atât pentru specialiști, cât și pentru toți cei care doresc să-și facă o idee despre matematica zilelor noastre, Colegiul editorial al literaturii în științe matematice de mai sus - - - TRADUCERE PREFAȚA EDITORULUI Cartea oferită atenției cititorului este o traducere a două cărți separate: J Milnor "Topologie din punct de vedere diferențial" și A Wallace "Topologie diferențială Primii pași" (un titlu care mi s-ar potrivi perfect în cartea lui Milnor) Aproape că nu se suprapun și se completează cu mare succes Luate împreună, ele oferă o introducere în conceptele de bază ale topologiei diferențiale, care este foarte vizuală și accesibilă unei game largi de cititori, începând cu studenții de licență Autorii prezintă câteva dintre metodele geometrice de bază ale topologiei diferențiale Instrumentele algebrice sunt lăsate deoparte, dar cititorul este condus să înțeleagă cum apare necesitatea utilizării acestor instrumente El va putea înțelege care sunt unele dintre evoluțiile recente în topologia diferențială, dar nu va putea încă să înțeleagă dovezile complete Cunoașterea unora dintre lucrurile mai simple și mai vechi va include dovezi Cartea lui Wallace face parte din seria "Monografii matematice", editată de R Gunning și H Rossi, care este special destinată studenților de licență ) Poate fi atribuită literaturii de știință populară (cu excepția cazului în care, desigur, presupunem că numai pamflete precum "De ce se întâmplă ziua și noaptea") se încadrează sub acest nume Pe alocuri, mai ales spre final, Wallace nu dovedește, ci spune - pentru literatura de știință populară acest lucru este destul de natural (adesea chiar inevitabil), trebuie doar să distingeți clar între ceea ce este dovedit și ceea ce nu este În cartea lui Milnor, în comparație cu prima, prezentarea este vizibil mai concisă, ceea ce în binecunoscutul !) Anterior, am tradus o altă carte din această serie: M Spivak, Analysis on Manifolds, Editura Mir, TRADUCERE PREFAȚA EDITORULUI cel mai puțin legat de originea sa Se bazează pe note dintr-un curs de prelegeri și unul foarte mic, în care Milnor a reușit totuși să includă suficient material Totuși, Milnor nu implică nicio cunoaștere preliminară a cititorului cu subiectul După ce a analizat cartea lui Milnor, cititorul va putea închide aproape toate găurile din primele șapte paragrafe ale cărții lui Wallace În conformitate cu caracterul elementar al prezentării, materialul primelor patru paragrafe din Wallace și Primele trei paragrafe ale lui Milnor nu se referă încă în mod corespunzător la topologia diferențială: informațiile inițiale oferite aici despre varietăți netede sunt necesare oriunde apar varietăți netede Leng a numit pe bună dreptate un astfel de material "un teren al nimănui care se află între cursul obișnuit al analizei, pe de o parte, și cele trei mari teorii diferențiale - topologia diferențială, geometria diferențială și ecuațiile diferențiale - pe de altă parte Acest material este prezentat de Milnor și Wallace în moduri diferite Milnor se limitează la varietăți netede situate în spațiul euclidian, în timp ce Wallace definește o varietate netedă ca un spațiu topologic cu o structură suplimentară (și nu se presupune a priori a fi imbricat oriunde) Avantajul primei abordări este simplitatea și claritatea, precum și o reducere bruscă a timpului petrecut pentru discutarea motivelor (acesta din urmă, probabil, a determinat alegerea lui Milnor) Pe de altă parte, abordarea abstractă este mai flexibilă, deoarece elimină necesitatea de a discuta despre modul de aranjare a acesteia în spațiul euclidian de fiecare dată când este introdusă o anumită varietate și dacă anumite proprietăți nu depind de caracteristicile unui astfel de aranjament O altă diferență este că Milnor se oprește pe "reducerea la poziție generală prin mici perturbări" (o serie de întrebări legate de teorema lui Sard), în timp ce Wallace nu o face TRADUCERE PREFAȚA EDITORULUI Secțiunile , , ale cărții lui Milnor sunt dedicate gradului de cartografiere și aplicațiilor sale Din punct de vedere al "științei înalte", gradul de cartografiere este o simplă aplicare a teoriei omologiei, care este ea însăși doar cea mai simplă parte a topologiei algebrice Totuși, nu există nicio îndoială că mulți ar dori să se familiarizeze doar cu gradul de reprezentare, evitând orice altceva dacă este posibil Cartea lui Milnor oferă o astfel de oportunitate În multe privințe, cartea lui Milnor se apropie de primele două capitole și de o parte a celui de-al treilea capitol al monografiei lui L S Pontryagin ([ ] în bibliografie), din care au studiat mulți matematicieni sovietici Timp de ani, această monografie, care a fost publicată într-o ediție mică, a devenit destul de rară; mai mult, este prin natura sa mai dificilă pentru un începător, deoarece scopul său principal nu era educațional, ci era de a oferi o expunere a rezultatelor lui Pontryagin asupra grupurilor de sfere de homotopie, obținute folosind legătura descoperită de acesta între problemele de homotopie și topologia diferențială Milnor a consacrat acestei conexiuni § La final, o ilustrează cu cel mai simplu exemplu (teorema lui Hopf) și spune că acum aceste idei, ca să spunem așa, funcționează în cealaltă direcție, nu de la soiuri la homotopii, ci invers Aici se termină în mod natural cartea lui Milnor - pentru a merge mai departe, este nevoie de o cantitate destul de mare din aparatul de topologie algebrică *) Definirea gradului unei mapări, independentă de teoria omologiei, oferă anumite avantaje în predare, făcând posibilă construirea imediată a unei teorii de omologie pentru partițiile celulare Din punct de vedere pur logic, ar fi mai simplu să recunoaștem nu o definiție lină, ci combinatorie (dar nu bazată pe omologie) a unui grad, deoarece o astfel de definiție poate fi dată folosind doar elemente de algebră liniară și cele mai simple proprietățile funcțiilor continue (În acest caz, mapările continue sunt aproximate nu prin netede, ci prin cele liniare pe bucăți ) Totuși, deși formal aceste mijloace "elementare" sunt mai simple decât analiza, în practică aceasta din urmă devine nu mai puțin familiară de la cursurile de juniori; dovezile, însă, cu o interpretare "lină" a gradului de cartografiere sunt mai scurte și mai elegante (ceea ce depinde însă de gust) TRADUCERE PREFAȚA EDITORULUI Cea mai mare parte a cărții lui Wallace este dedicată punctelor critice ale funcțiilor și operațiilor geometrice aferente (chirurgie sferică sau Morse) care pot fi folosite pentru a studia structura varietăților netede O idee despre o astfel de utilizare este dată de teoremele lui Wallace asupra varietăților bidimensionale și tridimensionale Ultimul § conține câteva indicații despre modul în care aceste metode pot fi aplicate în circumstanțe mai puțin elementare; se subliniază că în acest caz este necesară combinarea lor cu metodele de topologie algebrică și se explică într-o oarecare măsură de ce este necesară o astfel de combinație În traducere au fost adăugate mai multe citate literare și, ori de câte ori o lucrare este disponibilă în limba rusă, se face referire la traducerea în limba rusă sau la publicația originală în limba rusă Totuși, acolo unde autorii se referă la manualele americane când vorbesc despre lucruri incluse în cursurile universitare obișnuite, mi s-a părut inutil să notez despre omologii lor ruși Este firesc să presupunem că cititorul este destul de familiarizat cu astfel de lucruri și, dacă este necesar, pentru a-și împrospăta memoria, el însuși va alege din numeroasele manuale pe cel care îi place cel mai mult Instrucțiunile pentru continuarea studiului subiectului, disponibile la sfârșitul ambelor cărți, au fost traduse într-una singură (secțiunea finală cu lectură recomandată); Desigur, odată cu această fuziune, acestea au trebuit editate și extinse Referirile la cărțile care compun această ediție se fac astfel: vezi Milnor, p alte literaturi sunt indicate prin numere cuprinse între paranteze drepte Cifrele se referă la lista generală de la sfârșit Marele merit al ambelor cărți este prezența exercițiilor în ele Mi-am luat libertatea de a mai adăuga câteva exerciții la cartea lui Milnor; precum referințele literare adăugate, acestea sunt marcate cu un asterisc D V Anosov A WALLACE Topologie diferențială Primii pasi CUVÂNT ÎNAINTE Ce studiază topologia diferențială? Dacă această întrebare ar fi pusă de un student suficient de avansat, cu o pregătire bună în topologie algebrică, atunci i s-ar putea oferi un răspuns destul de exhaustiv Dar acest răspuns ar fi tehnic Scopul acestei cărți este de a răspunde la această întrebare pentru un elev aflat într-un stadiu mult mai timpuriu de învățare Am încercat să facem acest lucru, oferind cititorilor o înțelegere intuitivă a anumitor aspecte ale subiectului, minimizând în același timp cunoștințele anterioare necesare și evitând subtilitățile și aspectele tehnice Gama de idei prezentate în carte este limitată de metoda transformărilor sferice și de studiul punctelor critice ale funcțiilor pe varietăți Aceste idei, pe de o parte, permit o descriere geometrică simplă și, pe de altă parte, sunt un instrument puternic pentru studierea structurii varietăților Un exemplu simplu în acest sens este clasificarea varietăților bidimensionale efectuată cu ajutorul lor în § Progresele suplimentare în studiul varietăților - și acesta este scopul principal al topologiei diferențiale - necesită adăugarea unui aparat algebric mai puternic la metodele geometrice descrise aici Câteva indicații despre ideile necesare pentru aceasta pot fi găsite în § Pe scurt, cartea descrie doar primii pași ai topologiei diferențiale Ca în orice ramură a topologiei, acestea trebuie să fie geometrice, atunci când se învață pași mai departe sau mai complexi din punct de vedere tehnic, este necesar să se aibă o înțelegere geometrică intuitivă a subiectului și să se pornească de la acesta Se așteaptă ca cititorul să fie familiarizat cu analiza, inclusiv cu unele proprietăți ale diferenţialului CUVÂNT ÎNAINTE ecuații, precum și cu comportamentul formelor pătratice sub o schimbare liniară a variabilelor Nu sunt necesare cunoștințe prealabile de topologie Toate informațiile necesare din topologia generală sunt prezentate în primul paragraf, iar studenții care au stăpânit deja conceptele de mulțimi deschise și închise și mapare continuă pot începe în siguranță de la al doilea paragraf Secțiunile și introduc cititorul în conceptele de o varietate netedă și o mapare netedă În § studiem una dintre întrebările centrale ale topologiei diferențiale - teoria punctelor critice ale funcțiilor pe o varietate netedă Acest studiu este continuat în § , unde sunt studiate varietățile de nivel ale unei anumite funcții Ca urmare, în § ajungem în mod firesc la definiția unei intervenții chirurgicale sferice În § conceptele dezvoltate în capitolele precedente sunt aplicate problemei clasificării suprafețelor Punctul conține câteva îndrumări pentru un studiu suplimentar al subiectului Philadelphia, Pennsylvania A Wallace § SPAȚII TOPOLOGICE Cartier Topologia generală sau teoretică a mulțimilor poate fi caracterizată ca studiul abstract al conceptelor de proximitate și continuitate Pentru a face acest lucru, trebuie în primul rând să găsim în geometria elementară acele proprietăți de proximitate care par a fi fundamentale și să le acceptăm ca axiome Fie E un spațiu euclidian n-dimensional și fie p punctul său Vecinătatea punctului p, în teorie, ar trebui să fie formată din puncte apropiate de p și să înconjoare complet pe p Pentru a rafina acest argument, definim o vecinătate a lui p ca o mulțime arbitrară U care conține o bilă deschisă ') centrată pe p Conform acestei definiții, mulțimea U din fig este o vecinătate a lui p în plan deoarece conține un cerc deschis centrat în acel punct Dar pentru seturile U prezentate în Fig și , orice cerc centrat pe p va conține puncte în afara lui U, astfel încât în aceste cazuri U nu este o vecinătate a lui p Definiția unui cartier este formulată astfel încât să scape, pe cât posibil, de conceptele de dimensiune și formă, care nu joacă niciun rol în topologie Folosind această definiție a unei vecinătăți a unui punct din spațiul euclidian, este ușor să verificați următoarele proprietăți: ') Atenție la diferența dintre o minge și o sferă: o minge închisă (respectiv, deschisă) cu raza r este formată din acele puncte a căror distanță față de centru nu depășește r (respectiv, strict mai mică decât r) și o sferă constă din puncte care sunt exact r în afară de centru În unele ramuri ale matematicii, o "minge" este adesea numită "sferon", dar este mai bine să evitați acest lucru, mai ales în geometrie, unde sunt necesare atât bile, cât și sfere Privind în perspectivă, observ că mai târziu o "sferă" va însemna adesea orice varietate difeomorfă cu o sferă (sensul acesteia va deveni clar în § ) ed A WALLACE ) punctul p aparține oricăreia dintre vecinătățile sale ) dacă U este o vecinătate a punctului p, și V e U, atunci V este și o vecinătate a punctului p; ) dacă U și V sunt vecinătăți ale punctului p, atunci intersecția lor І П V este și o vecinătate a punctului p; Orez ) dacă U este o vecinătate a lui p, atunci se poate găsi o vecinătate V a lui p astfel încât V C U și V este o vecinătate a fiecăruia dintre punctele sale Exercițiul Demonstrați proprietățile - O analiză detaliată a acelor proprietăți ale cartierelor și continuității care apar, de exemplu, în cursul analizei matematice, arată că toate aceste proprietăți pot fi deduse din cele patru enumerate mai sus Prin urmare, în abordarea abstractă, este rezonabil să luăm proprietățile - drept axiome Aceasta conduce la următoarea definiție Definiție Un spațiu topologic este o mulțime E, din care fiecare punct p § SPAȚII TOPOLOGICE este echipat cu o mulțime de submulțimi ale lui E numite vecinătăți ale punctului p și care îndeplinesc cele patru condiții de mai sus Exemple Un spațiu euclidian cu vecinătățile definite mai sus este un spațiu topologic Fie S o sferă (să zicem, sfera unitară în spațiul tridimensional centrat la origine) Numim o mulțime U o vecinătate a unui punct p din S dacă, pentru unele e, conține toate punctele lui S care sunt mai mici decât c din p Trebuie verificat dacă toate axiomele pentru cartiere sunt îndeplinite Astfel S este un spațiu topologic Cazul altor suprafețe este tratat în același mod ca și cazul unei sfere De exemplu, un tor poate fi transformat într-un spațiu topologic, o suprafață măturată de un cerc cu raza centrat în punctul ( , , ) pe măsură ce planul (x, y) se rotește în jurul axei y În plus, sferele de dimensiuni superioare sunt convertite în spații topologice în același mod ca sfera bidimensională din Exemplul Rețineți că în exemplele și spațiul euclidian ambiental joacă doar un rol auxiliar În ambele cazuri, spațiul topologic luat în considerare este o submulțime și doar punctele acestei submulțimi sunt esențiale pentru definirea topologiei Orice submulțime a spațiului euclidian poate fi transformată într-un spațiu topologic în același mod De fapt, același lucru se poate face cu un subset al oricărui spațiu topologic Mai precis, fie E un spațiu topologic și F o submulțime a acestuia Fie p un punct în F Numim o submulțime U a lui F o vecinătate a lui p în F dacă U este FFW, unde V este o vecinătate a lui p în E Ca exercițiu, verifică dacă vecinătățile din F astfel definite satisfac axiome de cartier A WALLACE Definiție O mulțime F transformată într-un spațiu topologic în acest fel se numește subspațiu al lui E Exemplul În exemplele și , sfera și torul sunt subspații ale spațiului euclidian tridimensional Rețineți că în toate exemplele construite mai sus, spațiile topologice au apărut ca subspații ale spațiului euclidian Cu toate acestea, nu toate spațiile topologice au această proprietate De exemplu, să fie E mulțimea tuturor funcțiilor mărginite definite pe intervalul unitar / și luând valori reale Declaram o multime U ca fiind o vecinatate a unei functii p din E daca aceasta contine toate functiile q din E pentru care sup | p(x) - există g > astfel încât dacă Jx' - x| F Demonstrați că f este continuă dacă și numai dacă imaginea inversă a oricărei mulțimi deschise în F este deschisă în E Folosiți aceasta pentru a demonstra că compoziția mapărilor continue este continuă Fie E uniunea a două mulțimi închise A și B și să fie dată o hartă f: £ F Să presupunem că restricțiile lui f la mulțimile A și B sunt mapări continue ale acestor mulțimi la F Arătați că f este și continuă Construiți un exemplu care să arate că, dacă mulțimile A și B nu sunt închise, atunci maparea f nu trebuie să fie continuă A WALLACE De o importanță deosebită sunt acele mapări continue care au mapări inverse continue Definiția Fie f o mapare unu-la-unu a spațiului E în F Astfel, există o mapare inversă g a spațiului F în E Dacă atât f cât și maparea sa inversă sunt continue, atunci f se numește homeomorfism și atunci se spune că spaţiile E şi F sunt homeomorfe morfice Din punct de vedere al topologiei generale, spațiile homeomorfe nu diferă unele de altele Astfel, putem spune că ne interesează acele proprietăți care, fiind adevărate pentru un spațiu, sunt adevărate pentru toate spațiile homeomorfe acestuia Să o formulăm altfel Rețineți că un homeomorfism între E și F stabilește o corespondență unu-la-unu între vecinătăți din E și vecinătăți din F, precum și între mulțimi deschise din E și mulțimi deschise din F Prin urmare, orice proprietate formulată numai în termeni de vecinătăți și multimi deschise este topologica proprietate Vom avea exemple de astfel de proprietăți în curând Produse topologice Această secțiune descrie o metodă care este adesea folosită pentru a obține spații noi din cele existente Fie E și F spații topologice Mulțimea EXF este definită ca mulțime de perechi (p, p), unde p e E și q e F Devine un spațiu topologic astfel: dacă (p, q) compactitatea Conceptul de compactitate generalizează proprietatea de a fi o mulțime închisă și mărginită în spațiul euclidian În primul rând, impunem axioma de separare Hausdorff spațiilor luate în considerare În topologia generală, îndeplinirea ei nu este întotdeauna presupusă, dar această axiomă ni se potrivește, întrucât pentru toate spațiile de care ne interesează, ea este cumva satisfăcută Definiția Vom numi un spațiu topologic Hausdorff dacă are următoarea proprietate: oricare ar fi două puncte distincte p și q, există o vecinătate U a punctului p și o vecinătate V a punctului a astfel încât U П V = Exemple Orice spațiu euclidian este Hausdorff Orice subspațiu al unui spațiu euclidian este Hausdorff De fapt, orice subspațiu al oricărui spațiu Hausdorff este Hausdorff A WALLACE Înainte de a defini compactitatea, trebuie date câteva definiții preliminare Definiția O acoperire a unui spațiu topologic E este un set de mulțimi în E a căror unire dă întregul spațiu E Se numește capac deschis dacă fiecare mulțime din mulțime este deschisă Definiția Să fie dat o acoperire a unui spațiu topologic O subcopertă este o acoperire ale cărei toate seturile aparțin acoperirii date Definiția Un spațiu compact (sau spațiu compact) este un spațiu Hausdorff cu proprietatea că fiecare dintre acoperirile sale deschise conține un subacoperire finit, adică un subacoperire format dintr-un număr finit de mulțimi Se spune că o mulțime dintr-un spațiu topologic este compactă dacă este un subspațiu compact Exemple Teorema Borel-Lebesgue din analiză arată că o mulțime mărginită închisă în spațiul euclidian este compactă (vezi [ ]) Linia reală nu este compactă Pentru a vedea acest lucru, luați în considerare un set de intervale deschise de forma (n - , n + ) cu numere întregi n Aceasta este o acoperire deschisă a dreptei reale, dar, evident, nicio mulțime finită a acestor intervale nu poate acoperi întreaga linie Raționament similar arată că un spațiu euclidian n-dimensional nu este compact și că, de fapt, orice submulțime nemărginită a unui spațiu euclidian nu este compact Exerciții Arătați că o sferă n-dimensională este compactă pentru orice " Demonstrați că o submulțime închisă a unei mulțimi compacte este compactă și că o mulțime compactă în orice spațiu Hausdorff este închisă § t SPAȚII TOPOLOGICE Rețineți acum că o submulțime compactă a unui spațiu euclidian trebuie să fie închisă (Ex ) și mărginită (Ex ) Obținem o teoremă inversă cu teorema Borel-Lebesgue Există o teoremă generală care afirmă că produsul topologic al spațiilor compacte este compact (vezi [ ]) Aici nu vom dovedi Cu toate acestea, avem nevoie de un caz particular al acestuia, și anume, atunci când spațiile compacte multiplicate A și B se află în spații euclidiene de dimensiuni m și n Atunci produsul lor este un subspațiu într-un spațiu (n + m)-dimensional Deoarece spațiile A și B sunt compacte, ele sunt închise și mărginite, conform remarcii tocmai făcute Prin urmare, produsul lor este o submulțime închisă și mărginită a spațiului euclidian (verificați-l!) Prin urmare, LHV este compactă după teorema Borel-Lebesgue Compactitatea este o proprietate topologică deoarece este definită în termeni de mulțimi deschise De fapt, este păstrat sub orice cartografiere continuă Teorema Fie f: E -* F o hartă continuă a unui spațiu compact E pe un spațiu Hausdorff F Atunci spațiul F este compact Dovada Fie F un capac deschis ale cărui seturi deschise sunt notate cu Ui, unde i trece printr-un set de indici Atunci mulțimile / ((A) formează o acoperire a spațiului E și, conform Exercițiului , acesta este un capac deschis Deoarece E este compact, există o mulțime finită, să spunem Dar în acest caz mulțimile Ult , Un formează o subacoperire finită a acoperirii date a spațiului F Deoarece F se presupune că este și Hausdorff, F este compact A WALLACE Spații cu o bază numărabilă ) (La prima lectură această secțiune poate fi omisă ) Fie E un spațiu topologic și { /a} colecția unora dintre submulțimile sale deschise on se numește baza spațiului E dacă orice submulțime deschisă a spațiului E poate fi reprezentată ca uniunea unor Ua În cele ce urmează, există exclusiv spații topologice cu o bază numărabilă Exemple Un spațiu euclidian n-dimensional are o bază numărabilă formată din bile ale căror centre sunt în puncte (xx , xn) cu coordonate raționale și ale căror raze sunt raționale (demonstrați că aceasta este o bază!) Dacă E este un spațiu topologic cu o bază numărabilă {{/n} și F este subspațiul său, atunci F are și o bază numărabilă, și anume {{ П Г)/ } este potrivit ca atare (verificați!) Exercițiul Într-un spațiu topologic cu o bază numărabilă, din orice capac deschis se poate alege o subcopertă numărabilă (Schema demonstrației Fie {Un} o bază numărabilă și {Vn} un capac deschis Reprezentând fiecare V'a ca uniunea unor Un, luăm toate U" care apar în acest caz (pentru toate a posibile) ); să fie acestea Un, Un , Dovediți că este o copertă numărabilă!? și amintiți-vă că fiecare Un, este conținut în niște Vi ) § COLECTORELE NETEDE Introducere În multe dintre exemplele de mai sus, spațiile topologice au proprietatea că se pot introduce coordonate pe ele, cel puțin local, într-o vecinătate a fiecărui punct Pentru un spațiu euclidian, acest lucru este destul de evident și decurge direct din definiție Într-adevăr, fiecare punct este de fapt o mulțime de n reali ') Adăugat de editorul de traduceri - Aprox ed § COLECTORELE NETEDE numere solide - acestea sunt coordonatele sale Pe de altă parte, luați în considerare o sferă bidimensională, de exemplu, sfera unității x + y + z = în spațiul tridimensional Să luăm un punct de pe emisferă r > Aici r = ( - x - y )'Iz, astfel încât, în realitate, punctul este determinat de valorile coordonatelor x și y Astfel, perechea (x, y) poate fi considerată ca fiind coordonatele unui punct de pe sferă Dar ele sunt doar coordonate locale în sensul că definesc în mod unic puncte doar într-o mulțime deschisă, și anume, în emisfera z > Rețineți că harta care duce punctul (x, y, z) de pe sferă până la punct (x, y, ) în plan, există un homeomorfism al emisferei r > pe cercul unitar deschis, iar ca coordonate folosim de fapt coordonatele imaginii punctului sub această mapare (Fig ) Din punctul nostru de vedere, o caracteristică interesantă a acestui exemplu este că sfera poate fi acoperită de șase emisfere cu proprietăți similare, și anume, emisfere z > , z , y , x poate fi luat ca coordonate (y, z), etc În acest caz, se spune că sfera este acoperită de șase vecinătăți de coordonate (vecinații în care puteți introduce coordonatele locale) Este posibil să se efectueze o analiză similară pentru un tor (vezi Figura ), deși este deja ceva mai dificil să faci toate acestea în mod explicit Să luăm un tor ), care se obține prin rotirea în jurul axei y a cercului (x - ) φ - + y - situat pe planul (x, y) Atunci, de exemplu, în vecinătatea punctului ( , , ) se pot lua pentru coordonatele locale (x, y) Exercițiul Construiți un sistem complet de cartiere de coordonate care acoperă torul ') Observăm pentru ceea ce urmează că regiunea închisă în interiorul torusului se numește torus solid - Notă, ed treizeci A WALLACE Rețineți că exemplele anterioare au avut următoarea proprietate: dacă (x, x ) și (y , y ) sunt coordonatele locale ale unui punct în două suprapuse G Orez Identificarea emisferei superioare cu un cerc în plan (x, y) prin proiecție vecinătăți de ordonate, atunci y\ și y sunt funcții diferențiabile ale lui xi, x și invers În cazul unei sfere, de exemplu, considerăm, ca și înainte, sistemele de coordonate din emisferele z > și x > Fie punctul să aibă coordonatele (xi, x ) în prima dintre aceste vecinătăți și (yit y ) în al doilea Acest Orez Identificarea "părții superioare" a torusului (umbrită) cu zona umbrită în plan (x, Y) - A WALLACE înseamnă că dacă (x, y, z) sunt coordonatele sale în spațiul euclidian ambiental, atunci xt - x, xz = y, Yi = Y, Yi = z Deoarece x + ț/ + z = pe sferă, atunci Ui \u d x , y^fl-xț-x^K Este clar că funcțiile din partea dreaptă a acestor ecuații au derivate parțiale peste tot în partea comună a ambelor emisfere ) În mod similar хі = ( * = / " și din nou funcțiile din partea dreaptă pot fi diferențiate în orice punct al mulțimii z > , x > Cu excepția Mai mult, este ușor să verifici asta pe acest set divider duі dkhі duі dх dui dxt du dx nu este egal cu zero Exemplele anterioare, în special cele descrise Proprietățile date ale sistemelor de coordonate locale de pe sferă oferă o justificare pentru definirea tipului de spații care ne interesează - varietăți netede Mai întâi dăm câteva definiții preliminare Funcții fluide și mapări netede Definiție Fie U o mulțime deschisă într-un spațiu euclidian n-dimensional E și fie f o funcție definită în U și care ia valori reale Vom numi o funcție f netedă dacă în fiecare punct din U are ') Mai precis, au derivate parțiale pentru toate acele (x)t xa) care sunt coordonatele punctelor din partea comună a acestor emisfere - Aprox ed § COLECTORELE NETEDE derivate parțiale continue ale tuturor ordinelor, care sunt preluate coordonatele în £')• Exemple Un polinom în coordonate în E este neted în orice submulțime deschisă a spațiului E În acest caz, desigur, toate derivatele de ordin suficient de mare dispar Funcția | -x -g/ |,/r (simbolul || denotă valoarea absolută a unui număr) pe un spațiu euclidian bidimensional nu va fi netedă în nicio mulțime deschisă care conține cel puțin un punct al cercului x + z/ = , în orice, cu excepția unui set deschis care nu conține puncte ale cercului, va fi neted Se consideră o funcție pe linia reală definită după cum urmează: f (x) \u d exp ( X L t) AT - f(x) = O pentru când t tinde spre , trecând prin valori pozitive ) Ultimul exemplu poate fi folosit pentru a construi alte exemple în spații cu dimensiuni mari Fie r = * ') Mai precis, astfel de funcții sunt numite funcții netede ale clasei de netezime Cx Dacă f are derivate parțiale continue până la ordinul n inclusiv, atunci f este de clasă de netezime Cn Funcțiile C° sunt doar funcții continue Deoarece Wallace are doar funcții de clasă C, el omite mențiunea clasei de netezime și spune pur și simplu "funcție netedă" - Notă, ed dec A WALLACE Din nou, se obține o funcție netedă în întregul spațiu n-dimensional Rețineți că funcția tocmai construită are următoarele proprietăți: este netedă în întreg spațiul euclidian, dispare în afara unui set deschis (bila unitate) și nu dispare în interiorul acestui set Funcțiile cu astfel de proprietăți ne vor fi utile mai târziu Exercițiul Folosind o metodă similară cu cea folosită în ultimul exemplu, construiți o funcție care este netedă în întregul spațiu n-dimensional și este egală cu pe bila închisă iar zero în afara mingii x? {(Ui()Uj) pe - W și f~' : W ->- Dn sunt hărți netede (Mai târziu, astfel de homeomorfisme vor fi numite difeomorfisme Ele vor fi definite pentru varietăți, iar apoi se va putea vorbi despre celule nu numai în spațiul euclidian, ci și într-o varietate netedă ) O celulă deschisă este o parte a unora închise celula, care, sub homeomorfismul indicat, corespunde interiorului mingii De obicei, definiția unei varietăți netede necesită doar ca Vi să fie o mulțime deschisă în spațiul euclidian, dar nu neapărat o celulă Ambele versiuni ale definiției sunt de fapt echivalente - dacă este necesar, puteți obține prin scăderea Ut și creșterea numărului acestora, astfel încât toate Vt să devină celule - Aprox ed ') Se mai spune că acoperirea IA și homeomorfismele φ((νηίι) este, de asemenea, o mapare lină (O formulare mai concisă poate fi dată: totalitatea tuturor hărților ambelor atlasuri formează din nou un atlas ) Prin definiție, se consideră că două atlase oferă aceeași structură netedă dacă și numai dacă sunt compatibile (Este ușor de observat că în exemplul dat cu sfera ambele atlase sunt într-adevăr consecvente Și iată un exemplu de atlase incompatibile pe linia R Ambele atlase constau dintr-o singură diagramă, deci U, = U = R Homeomorfismul phi :/?->/ ?, ca în exemplul , este identitatea, iar homeomorfismul φ: R -> R mapează x la x Harta phi nu va fi netedă ) În Definiția , se poate cere ca hărțile pentru Ui, atunci x, y)-, vi este luat ca un cerc unitar centrat la origine La fel dacă [/? este o emisferă x > , atunci i(U(\Ui) Această funcție poate fi gândită ca o funcție f exprimată în termeni de coordonate locale în Uit determinate de harta φ,- Dacă punctul p- se încadrează și într-un alt set deschis al capacului, să zicem U}, atunci exact în același mod funcția /φ~* este definită într-o vecinătate a punctului φΦ/>) Lema Funcția f Țl = - Dacă funcția ftpȚ este netedă, atunci = f(pȚ' Lt? sunt funcţii care sunt netede în sensul Definiţiei într-o vecinătate a punctului i(p) într-un spațiu euclidian fj-dimensional ducând punctul x la un punct cu coordonate Se notează maparea obținută cu f Prin teorema , există o vecinătate V a punctului /pp(p) (care poate fi întotdeauna o celulă) și o vecinătate U' a punctului u(p) astfel încât f mapează homeomorf vecinătatea U' pe V, iar maparea inversă este, de asemenea, netedă În final, punem U = φ~' (U') și φ = f(pi Astfel, φ mapează punctul q U la punctul cu coordonatele (ft(q), fz(q), , fn() q) )- Este clar că φ este un homeomorfism al vecinătății U pe V Definiția Un homeomorfism φ va fi numit sistem de coordonate local într-o vecinătate de φ a punctului p A WALLACE Mulțimea U se numește vecinătatea de coordonate corespunzătoare acestui sistem f) Această definiție este motivată de faptul că punctele din U sunt determinate de coordonatele imaginilor lor sub maparea V fie un homeomorfism al mulțimii V pe o submulțime deschisă V a spațiului euclidian și să fie îndeplinită condiția: dacă UUU, , apoi mapările FTG': Фі (U Л , ) Ф ( Л Ut), f -Ф"': Ф ( Л /,) -> f ( L ') neted - Aprox ed § COLECTORELE NETEDE sensul Definiției Fie f o funcție netedă într-o vecinătate a lui p (Definiția ) Să se arate că fqr este o funcție netedă într-o vecinătate de f este o hartă a vecinătății punctului p în celula V, care poate fi descrisă folosind funcții, considerând fiecare coordonată pe V ca o funcție definită de în vecinătatea punctului fluvial Dacă toate aceste funcții sunt netede, atunci spunem că f este netedă într-o vecinătate a lui p O mapare f va fi numită netedă în U dacă este netedă într-o vecinătate a fiecărui punct din U Rețineți că Definiția poate fi, de asemenea, formulată după cum urmează Fie φ un sistem de coordonate local într-o vecinătate Uq a unui punct p, despre care presupunem că Uo C U Astfel, harta φ este un homeomorfism al vecinătății Uo pe o celulă deschisă ID în spațiul euclidian n-dimensional În acest caz, compoziția P hărți netede Arătați că compoziția gf este o mapare lină Fie p un punct pe sfera bidimensională S , iar f(p) un punct pe planul proiectiv P , obținut prin identificarea p Orez Punctele torului sunt "date" cu ajutorul unghiurilor ϲ, x(r) este un difeomorfism al celei de-a doua dintre ele pe prima) pentru a introduce un continuum de diferite structuri netede, dar este posibil să se demonstreze că toate sunt difeomorfe între ele Acesta din urmă este adesea exprimat prin cuvintele: "există o singură structură netedă pe linie", omițând avertismentul: " până la un difeomorfism" Puteți citi adesea ceva de genul acesta: "Separarea topologiei diferențiale într-o ramură independentă a științei poate fi datată în momentul în care Milnor a descoperit diferite structuri netede pe o sferă cu șapte dimensiuni [ ]" Ținând cont de ceva patos al acestei sintagme, credeți că implică rezerva menționată mai sus? - Aprox ed A WALLACE de exemplu, harta f a planului în sine, ducând punctul (x, y) la punctul (x, ) Aici maparea f este definită pe ceva bidimensional, iar imaginea sa are dimensiunea Deși vom avea nevoie de aceasta doar în capitolul următor, rețineți că în exemplul dat, jacobianul mapării este zero peste tot Pe de altă parte, dacă acest Jacobian ar fi peste tot diferit de zero, atunci maparea f ar avea un invers local și, prin urmare, ne-am aștepta ca imaginea sa să fie bidimensională Astfel, scăderea dimensiunii trebuie să fie oarecum legată de rangul matricei iacobiene a lui f Definiția Fie M și N varietati netede și fie f: M -" N o mapare netedă Fie pe -I, şi fie φ: U -> V şi -φ: U' -> • V' sisteme de coordonate locale în vecinătăţi ale punctelor p şi respectiv f(p) Astfel, f/gr- este o mapare lină a unui set euclidian deschis V într-o mulțime V' În acest caz, rangul mapării f în punctul p este definit ca rangul matricei jacobiene a mapării fDr- în punctul , în plus, mulțimea A rG)A/ este mapată pe o submulțime în Vi constând din puncte pentru care xn = ) Dacă Ui și Uj sunt două mulțimi din acoperirea dată, și u{ A Uj = , iar φi și φ^ sunt homeomorfismele tocmai descrise, atunci φ;φ~ = φ ; este o mapare lină a mulțimii Nt Astfel, M este uniunea mulțimilor A și M , în care fiecare pereche (p, f(p)) contează ca un punct, astfel încât perechea (p, f(p)) poate fi notată cu p fără teama de ambiguitate Pentru a transforma A) într-un topologic spațiu, este necesar să se definească vecinătăți ale punctelor sale Dacă un punct p se află în A i\/Vi sau în A \A , atunci ca vecinătăți ale acestuia în M luăm vecinătățile acestui punct în M^ sau, respectiv, M ) Dacă, totuși, P = (P, V( P)) punctele în care punctul p se află în N\ și j(p) se află în N , atunci fiecare vecinătate a punctului p din M este definită ca uniunea unei vecinătăți a punctului p din LB și a unei vecinătăți a punctul f(p) din A cu identificările corespunzătoare ale punctelor din VV și N Deci, de exemplu, în fig două vecinătăți semicirculare Ui și U ale punctelor p și f(p) sunt lipite împreună, formând o vecinătate U a punctului (p, f(p)) din M Pasul dificil este să arăți că M este o varietate netedă Dovada detaliata in acest sens ') Și, de asemenea, desigur, orice seturi din M care conțin astfel de cartiere (Adeseori, acesta din urmă nici măcar nu este menționat atunci când descrieți acest sau acela exemplu, luând-o de la sine înțeles ) - Aprox ed § SUBVARIETĂȚI vezi [ , § ]'), Trebuie să facem următoarele: trebuie să arătăm că dacă o vecinătate U în M se obține prin lipirea vecinătăților de coordonate Ui și U , iar o vecinătate V se obține prin lipirea IL și V , apoi funcțiile de schimbare a coordonatelor (funcții de definiții de tip R n s ) pe t/jOVi și pe U QV pot fi reconciliate în așa fel încât funcțiile de schimbare a coordonatelor rezultate pentru A se dovedesc a fi netede § SUBVARIETĂȚI Definiție Când se studiază varietăți netede, noțiunea de subspațiu este prea generală Am dori ca două varietati, dintre care una este conținută în cealaltă, să aibă sistemele lor de coordonate locale legate între ele într-un mod simplu Iată definiția relevantă ■) Vezi şi Milnor [ *, Teorema ] A WALLACE Definiție Fie M o varietate netedă de dimensiunea m și fie N o submulțime a lui M care îndeplinește următoarele condiții: ) N este o varietate netedă ) de dimensiunea n ) Dacă p este un punct în N, atunci există o vecinătate de coordonate U a punctului p din M cu un astfel de sistem de coordonate local cp: U -> V, unde V este o celulă deschisă în spațiul euclidian m-dimensional , astfel încât t/) este o submulțime de puncte ale celulei V care satisface ecuațiile xn+i - xn+ - ■ ■ ■ = xm = , iar restricția mapării în N Este clar că coordonatele (x, y, z) nu pot fi luate ca coordonate locale ') Este util să reținem că condiția ) joacă rolul principal în Definiția și, în esență, doar îndeplinirea ei trebuie verificată atunci când vrem să ne asigurăm într-unul sau altul de care avem de-a face o subvarietate Deoarece Wallace folosește de fapt această circumstanță în viitor, ne vom opri asupra ei mai detaliat Fie submulțimea N C M să aibă următoarea proprietate: ' Pentru orice punct peN există o diagramă (U, cp) a varietatii M astfel încât = = xm - Apoi putem introduce o structură netedă pe N, luând toate U P Y posibile ca vecinătăți de coordonate și restricțiile Ф IU П N ca sisteme de coordonate locale; înzestrat cu această netezime, N este o subvarietate a lui M în sensul Definiției Să verificăm că obținem de fapt un atlas pentru N Dacă (U, cp) și (I/', φ') sunt două astfel de diagrame pe M, ca în ', și (U A N) P (Y' P L ') #= , atunci trebuie să verificăm consistența (în același sens ca în nota editorului de la pagina ) a celor două hărți (U(]N, φ| /PsV) și (U'(]N, φ'| I/'Piv) Această consistență înseamnă că funcțiile φ cp- (A-J, , xn, , , ) și Astfel, (X, Y, Z) sunt admise ca coordonate locale într-o vecinătate a punctului p (Definiția ) În aceste coordonate, N are ecuația Z = într-o vecinătate a lui p Mai mult, în Exemplul am văzut că X și Y pot fi luate ca coordonate locale pe N în emisfera z > Astfel, condiția ) din Definiția este îndeplinită într-o vecinătate a punctului p Un argument similar arată că această condiție este îndeplinită în vecinătatea oricărui punct p e /V În acest exemplu, un punct important este ilustrarea următoarei circumstanțe: într-un sistem dat de coordonate locale, poate să nu fie deloc evident că o submulțime dintr-o varietate netedă este de fapt o subvarietate Este necesar să facem unele ajustări ale coordonatelor locale înainte de a vedea că condiția ) este îndeplinită punctul p e/V este asociat cu o diagramă (U, • • •> Pn)> i = > , , W, unde f; sunt funcții netede, iar jacobianul dQh' Fu - Fu) d{уѵ yN) nu dispare pe V ; fd) I Eu d (tjt, y yn) eu va fi diferit de zero în punctul • ■ •> Yx), zn =A>p(Ui, țh, Z/,v)> p + Urt; eu dg \u d A a, atunci Jacobianul funcțiilor din partea dreaptă va fi diferit de zero în punctul φ(p), și, prin urmare, și într-o vecinătate a acestuia Prin Teorema , aceasta implică faptul că Ѳ mapează homeomorf o zonă V a punctului-φ(p) pe o celulă deschisă W în spațiul E", iar harta Ѳ' definită pe W este netedă Acum setăm U' - (V') și % = t ХЧ xn), ZN -Xm(* > x xn)- A WALLACE Deoarece x este un compus din mapările Ѳ și •••" Xy - A y (Zj, Z , • > , y) Acum am ajuns la următorul În primul rând, Х(І 'П М) este exact mulţimea care se distinge în IV prin ecuaţiile r, r+ - zn+ == = zw = , prin urmare rezultă din formulele ( ) că U' P Af este mulțimea punctelor din U' care satisfac ecuațiile Xia+ = APc(G , x , , xn, , , ), ( ) : : Vy = L v(xI, r , , xn, , , , ) În al doilea rând, restricția hărții φ la U' A L oferă un sistem de coordonate local pe M în vecinătatea U' P M Dar este ușor de observat că harta x ia punctul (xx x , xN ) de la U' A M la punctul (zb z , , zn, , , , ) pentru care xt = z, pentru i = , , , n Astfel, proiecția maparea mulțimii U' L M în subspațiul xn+ = xn+ = == = este ea însăși un local sistemul de coordonate pe U' L M Rezultatele discuțiilor noastre sunt rezumate în următoarea teoremă Teorema Fie M o subvarietă n-dimensională a unui spațiu euclidian N-dimensional E și fie P un punct pe M Apoi, cu o enumerare adecvată, § SUBVARIETĂȚI de coordonate euclidiene x ( x , , xA- în E proiecția pe spațiul xn+i - xn+ = - xA- = este un sistem local de coordonate pe M într-o vecinătate a punctului p , iar M din această vecinătate este mulțimea de puncte care satisfac ecuațiile (obținute din ( ) prin schimbarea notației) + \x > •••> A'n)> ( ) : : Xdg = fN (Aj, Ao> • • •> An), unde fi sunt funcții netede Exemplul În cazul unei sfere x- -f-y -f-z - în spațiul tridimensional, am văzut că în vecinătatea oricărui punct, două dintre cele trei coordonate x, y, z pot fi luate ca fiind locale coordonate, astfel încât proiecțiile corespunzătoare vor fi mapări care determină sistemele de coordonate locale, iar a treia coordonată este exprimată ca o funcție lină a acestor două (vezi Exemplul ) Exerciții Demonstrați următorul invers al teoremei Fie E un spațiu euclidian A'-dimensional și M o submulțime a lui E astfel încât fiecare punct pE să aibă o vecinătate U pentru care intersecția UQ M este fie goală, fie este mulțimea de puncte din U care satisface ecuații care, cu o numerotare adecvată a coordonatelor, poate fi scrisă în formular Xn + i = ("+I (a'j, A' > Xn), HK (* , X A'l)' unde f, sunt funcții netede Demonstrați că în acest caz LI este o subvarietate în spațiul E Rezumați exercițiul după cum urmează Păstrând celelalte condiții neschimbate în exercițiul anterior, să presupunem că fiecare punct al spațiului E are așa ceva A WALLACE o vecinătate a lui U astfel încât U ∩ M este fie goală, fie mulțimea de puncte din U satisface ecuațiile g (xv x , xN) = , unde gi sunt funcții netede a căror matrice Jacobi în x are rang n în fiecare punct din U Demonstrați că M este o subvarietate a lui E, Ultimele două exerciții descriu situații în care o submulțime M într-un spațiu euclidian V-dimensional se dovedește a fi o subvarietă Vom analiza acum o altă astfel de situație Verificarea condiției ) din Definiția va fi puțin mai dificilă Ideea sa este de a lua ca submult E imaginea unei varietăți netede sub o mapare netedă unu-la-unu În Exemplul , am văzut că o astfel de imagine nu trebuie, în general, să fie o subvarietate Totuși, acum vom arăta că compactitatea, împreună cu condiția privind rangul mapării ') este deja suficientă pentru ca imaginea să fie o subvarietate în E Teorema Fie M o varietate compactă netedă de dimensiune n și E un spațiu euclidian cu N-dimensional Fie f: M -> E o mapare netedă unu-la-unu a unei varietăți M într-un spațiu E, iar rangul gol al lui f este egal cu n în fiecare punct al lui M Atunci f(M) este o subvarietate de E Dovada Să aplicăm rezultatul exercițiului la maparea f și să obținem că pentru fiecare punct p e M există o astfel de vecinătate de coordonate U e p cu un sistem de coordonate local cp care mapează U pe o celulă deschisă V într-un spațiu euclidian n-dimensional cu coordonatele U\, Uch, Yn , în care maparea fqr este dată de ') Condiția privind rangul este, de asemenea, esențială: este ușor să construiți o mapare lină unu-la-unu a unui cerc într-un plan, sub care imaginea sa este un triunghi În punctele cercului care se mapează la vârfurile triunghiului, rangul scade la zero - Aprox ed § SUBVARIETĂȚI formule Xi \u d Ui, ( ) xn = yn, Xn + = fn + (Yi, Y- ' ■••> Yn)' XN = In(Ui, Y Sus), unde хі, л' , , хл- sunt coordonate în E și fi sunt funcții netede Rețineți că primele n formule identifică V cu celula deschisă W în subspațiul xn+i = xn+ = = xN = al spațiului E Prin urmare, imaginea f(U) este mulțimea de puncte care satisface ecuațiile xn + l ~ f p + I (x > x , Xn), ( ) XN =lN (Xj, X , , Xn), unde (xi, X , , xn) £ H?, și fi sunt funcții netede Acum, pentru a completa demonstrația, trebuie să ne asigurăm că punctul f(p) are o vecinătate în care numai punctele f(M) satisfac ecuația ( ) Pentru a face acest lucru, luați în considerare o vecinătate mai mică U' a punctului p astfel încât U' a U și setați V' = - (ț(U'); în continuare, fie W' submulțimea corespunzătoare a lui W Pentru orice e pozitiv , mulţimea W' (e) definită de inegalităţi fn+i (A > • • • > xn) - e • chl)' ■ • ■' r# XN ~ IN (x > • • •' Xn) Aprox ed ) Rămâne la latitudinea cititorului să demonstreze singur că în teorema f mapează M difereomorf pe f(M), adică / este o încorporare (vezi începutul secțiunii următoare) a varietății M în spațiul euclidian E , - Notă ed § SUBVARIETĂȚI Teorema de încorporare În secțiunea anterioară, am considerat varietăți netede care sunt subvarietăți ale unui spațiu euclidian De fapt, nu am impus restricții semnificative în acest sens, deoarece orice varietate netedă este difeomorfă cu o subvarietă a spațiului euclidian Aici demonstrăm acest lucru numai pentru varietăți compacte; pentru cazul varietatilor necompacte este mai greu de demonstrat acest fapt Să clarificăm mai întâi terminologia Când se vorbește despre o încorporare a unei mulțimi A într-o mulțime B, aceasta înseamnă că A este o submulțime a lui B și că se ia în considerare maparea A -► B, care asociază punctul a e A cu același punct, deja considerat ca un punctul din B Dar, așa cum este aplicat la varietățile netede, acest termen are un înțeles ușor diferit Definiție Fie M, N varietati netede O încorporare (netedă) a lui M în N este orice mapare f: M -> N a cărei imagine f(M) este o subvarietă netedă în N și care este un difeomorfism al varietatii M pe IM) Dacă o varietate netedă M este încorporată ca subvarietate în spațiul euclidian E, atunci fiecare coordonată Xt a spațiului E poate fi considerată ca o funcție netedă pe varietatea M Prin urmare, pentru a demonstra că varietatea poate fi încorporată în spațiul euclidian , este firesc să încercăm să construim un set de funcții netede fi, [r , fu și apoi să luăm în considerare maparea varietății M în spațiul E, ducând punctul p , xf x se poate arăta prin calcule directe că primul iacobian dispare numai când r) - r? = , iar al doilea roi - numai în cazul în care r\ - r - + = Este clar că în niciun moment aceste două ecuații nu sunt simultane ') Folosind că pentru derivata f (/) a funcției f ( = = exp egalitatea f (t) = -f V)" este uşor de constatat că jacobienii de care ne interesează sunt egali [ b x +> \ , / x^ \ f" det I + to f n det + ' / \ /' >i nu I Of , unde df = pentru j = k și = pentru /V= k, un det (a^, desigur, denotă determinantul unei matrice de ordin al n-lea cu elemente a/* În plus, trebuie să folosim faptul că fi > în Ui și asta, deoarece este ușor de verificat, det (b) - arc) \u d (- lf ( - aj - - a ) - Prim, ed § SUBVARIETĂȚI dar nu pot fi corecte Prin urmare, maparea F are rang n în toate punctele Uf pentru fiecare i și, prin urmare, peste tot pe LI Acum, aplicând teorema , putem combina tot ce s-a spus în această secțiune în următoarea teoremă Teorema Dacă LI este o varietate compactă, netedă, atunci există o încorporare F: M -* E, unde E este un spațiu euclidian, astfel încât F(M) este o subvarietă a lui E Încorporarea unei varietăți cu graniță Pentru a acoperi cazul varietăților cu graniță, trebuie să facem mici modificări la definițiile și teoremele anterioare De exemplu, dacă N' este o varietate cu graniță, atunci condiția ) din Definiția , așa cum este menționată acolo, se aplică numai punctelor interioare ale lui N Dacă punctul p aparține graniței lui N, atunci condiția corespunzătoare este ca acesta are o vecinătate de coordonate U în Af cu un sistem local de coordonate V astfel încât V, unde V este un deschis acestea A WALLACE dacă într-un sistem de coordonate dat toate derivatele parțiale dispar în punctul φ(p), atunci același lucru va avea loc pentru orice alt sistem de coordonate Definiție Dacă în notația anterioară toate derivatele parțiale ale funcției f- față de coordonatele V dispar în punctul φ(p), atunci vom numi p punctul critic al funcției f Observația tocmai făcută arată că Definiția nu depinde de alegerea unui sistem de coordonate într-o vecinătate a punctului p Exerciții Dacă A este un plan și f este o funcție netedă pe M, atunci toate punctele maxime, minime și șa ale acestei funcție sunt puncte critice Dacă funcția f este aceeași ca la începutul acestei secțiuni, dar acum graficul ei, suprafața z - f(x, y), este luată ca M, atunci toate maximele, minimele și punctele șa de pe M sunt puncte critice a functiei f daca o consideram ca o functie pe aceasta suprafata Oferim acum o descriere geometrică a punctelor critice în termeni de hiperplanuri tangente Generalizează observațiile introductive despre suprafețe în trei dimensiuni date la începutul acestei secțiuni Fie A o varietate netedă de dimensiune n și f o funcție netedă pe M Prin teorema , nu pierdem generalitatea presupunând că M este dat ca subvarietă în spațiul euclidian E Fie dimensiunea lui E N - Să considerăm în spațiul IV-dimensional E' mulțimea punctelor (x,, x , , x v-i, xN), unde x = (Xi, x , , Xx |) este un punct de la M și xN - f (x) Notând această mulțime cu ', este ușor de observat (folosind exercițiile ) că M' este o subvarietă netedă a spațiului E', care este de fapt difeomorf la : difeomorfismul stabilește o hartă care mapează punctul (xx x ) , , x, y) până la punctul (X|,x , ,xw i) Am realizat că avem acum o subvarietă netedă ' în E', care are proprietatea că o funcție netedă dată f este identificată pe ea cu coordonata euclidiană xA- § SPAȚII TANGENTE ȘI PUNCTE CRITICE P Să luăm un punct p' pe M' cu coordonate și să fie (x(r), x(r), x°v ) corespunzătoare punctul principal despre LI Punctul p are o vecinătate U în spațiul E astfel încât LIP V coincide cu mulțimea de puncte U care satisface ecuații care, cu o numerotare adecvată a coordonatelor, iau forma ( ) x xn), i = /r + , • • ■ > A/ - , unde fi sunt funcții netede (vezi Teorema ) Prin urmare, în vecinătatea punctului p', varietatea M' coincide cu mulțimea de puncte care satisfac ecuațiile ( ) și ecuația l-") Aici Xi, x , , xn pot fi folosite ca coordonate locale pe LI sau M' în vecinătăți ale punctelor p sau, respectiv, p' Ecuațiile spațiului tangent la LG în punctul p' au forma Dacă acum p este un punct critic al funcției f pe varietatea LI, sau, ceea ce este același lucru, p' este un punct critic al funcției f pe LI', atunci ultima dintre ecuațiile ( ) ia forma ( ) xx = ^ = }(p) Astfel, ( ) este ecuația hiperplanului tangent la varietatea LI' în punctul p' În schimb, dacă ( ) definește un hiperplan tangent la LI' în punctul p', atunci toți coeficienții laturii din dreapta ultimei ecuații din ( ) sunt egali cu zero, astfel încât p' este un punct critic a funcției f 'A WALLACE Rețineți că dacă M are dimensiunea N - , atunci T are și dimensiunea N - și, prin urmare, în punctul p există un singur hiperplan tangent, spațiul T însuși Exerciții Aflați spațiul tangent la sfera x + y + z - în punctul (x , y , z ) Fie M o varietate netedă în spațiul euclidian și fie T spațiul tangent la A la p Fie L o dreaptă situată în Γ și care trece prin punctul p Construiți o curbă C în M cu ecuații parametrice netede pentru care L este tangent la C la p Rețineți că lema afirmă doar că spațiul T conține toate liniile tangente la M prin p Acum exercițiul nostru garantează că toate dreptele din T care trec prin punctul p sunt tangente la varietatea M în punctul p Fie M o varietate netedă într-un spațiu euclidian și fie V o subvarietate a lui M Demonstrați că dacă Tm și Tv sunt spații tangente la p e V la M și, respectiv, V, atunci Tv c Tm Puncte critice Aici introducem un concept care generalizează conceptele de minim și maxim ale unei funcții Dacă o funcție netedă f a unei variabile x are un minim sau un maxim ) în punctul x = x , atunci dfldx - G în acest punct În mod similar, dacă o funcție a două variabile f(x, y) are un maxim sau un minim în punctul (xo, y ), atunci dCdx = df/dy = în acest punct Aceasta din urmă înseamnă că planul tangent la suprafața z = f(x, y) (graficul funcției f în spațiul tridimensional) în punctul (xo, yo) este orizontal Aceeași condiție, evident, este îndeplinită și pentru punctul de șa, punctul p, lângă care funcția este dispusă în așa fel încât, apropiindu-ne de acest punct de-a lungul unui drum, vom avea un maxim în p (comparativ cu valorile în alte puncte ale acestei căi), și apropiindu-se într-un mod diferit - un minim; vezi fig Pentru funcțiile multor variabile într-o situație similară, există o varietate mult mai mare de posibilități ') Să facem imediat o rezervare că maximele și minimele sunt de obicei menite să fie locale - Aprox ed § SPAȚII TANGENȚE ȘI PUNCTE CRITICE Acum observăm că suprafața cu ecuația z = f(x, y) poate fi considerată o parte din varietatea netedă AÎ, pe care (x, y) formează un sistem local de coordonate în vecinătatea punctului (x , Yo) , f (*o, y )); atunci f va fi o funcție netedă pe M ale cărei derivate parțiale în raport cu coordonatele locale dispar în punct Orez Punct de șa geometric, situația noastră corespunde înglobării varietății A într-un spațiu tridimensional, în care funcția f este identificată cu una dintre coordonatele euclidiene, și anume cu coordonata r, și planul orizontal z - f(x , y ) ) este planul tangent la M în punctul (x , y , f(x , V )) Aceste observații ne conduc la o situație mai generală, pe care o descriem acum Fie M o varietate netedă n-dimensională, f o funcție netedă pe M Se consideră vecinătatea de coordonate U a punctului peAf; fie • • •, *"), i = n + , , N, unde phi sunt funcții netede Dacă curba C are ecuații parametrice netede xi = fi(Z) (i = , , ,N) și este conținută în M, atunci ( ) MO= MO), i = n + i, N Să presupunem că C trece prin punctul p și că p corespunde valorii parametrului tQ Atunci diferențierea ecuațiilor ( ) dă- ID)= (th-) w i=i \ i ' P Dar din aceste ecuații rezultă că fiecare linie tangentă la M în punctul p se află în spațiul liniar T dat de ecuații ( ) xr - fi (f ) \u d Y kj- (Xi-fi (*o)), i \u d n + IN /=i ѵ Din forma acestor ecuații, putem concluziona că spațiul T nu depinde de alegerea curbei C și are dimensiunea /r, după cum este necesar Definiție Spațiul liniar T descris în Lema se numește spațiu tangent la varietatea M în punctul p Următoarea definiție este introdusă pentru comoditatea terminologiei Definiție Dacă M este o subvarietă netedă în spațiul euclidian /V-dimensional E și T este spațiul tangent la M în punctul p, atunci orice hiperplan (subspațiu liniar de dimensiune N - ) din spațiul E care conține T se numește tangentă hiperplan la M în punctul R A WALLACE ne vom ocupa de o înglobare în care muchia este înglobată într-un subspațiu liniar Acum vom construi o astfel de investiție Fie M o varietate compactă cu granița Mi și fie f: M -*E înglobarea sa într-un spațiu ?V-dimensional Fie maparea f duce punctul p e M la punctul (Fy (p), F (p), , Fn(p) ) Să presupunem că este posibil să se construiască o funcție lină Fn+i pe M care este pozitivă pe I\A i și dispare pe Atunci harta f' care trimite punctul p Pentru a construi funcția FN+i, construim mai întâi o acoperire a varietății Μ cu vecinătăți £ , fiecare dintre acestea (la fel ca în demonstrația teoremei ) este echipată cu o funcție fi pozitivă pe uj și egală cu zero în afara Uj Fie Ult U , Uk acele vecinătăți de coordonate pentru care sistemele de coordonate locale corespunzătoare le mapează la semicelulele Vlt V , ■■■, Vk\ cu alte cuvinte, acestea sunt vecinătăți care intersectează granița varietatii M Dacă x este satisfăcută pe imaginea vecinătăţii £ I( iar imaginea mulţimii M| P Ui se distinge prin ecuaţia x k unde a doua sumă este preluată asupra celor i pentru care vecinătatea ( , nu intersectează A r Aici din nou toți termenii sunt nenegativi și este ușor de observat că funcția FN+l este nenegativă peste tot pe M și dispare numai în punctele setului LI] Acum, acționând în modul descris mai sus, adăugăm FN+l la funcțiile care definesc înglobarea varietatii și obținem următoarea teoremă Teorema Fie Μ o varietate compactă netedă cu granița λ Atunci există o încorporare netedă f: Μ El-+ a varietății Μ într-un spațiu euclidian N + -dimensional astfel încât f(M) este o subvarietă aflată în mulțime a tuturor elementelor χ pentru care χ +i , și f(A T) este intersecția lui f(M) cu mulțimea acelor х pentru care Xn+i - Exerciții În notația anterioară, verificați că f(Afi) este o subvarietate în spațiul euclidian Y-dimensional definit de ecuația xA+! = Folosind metoda de demonstrare a teoremei , arătați că dacă M este o varietate netedă a cărei graniță este o uniune disjunctă a lui Lii U M , atunci există o încorporare lină f: LI -> E a varietății LI într-un euclidian A'-dimensional spațiu pentru unele N astfel încât f (M) este o subvarietate cuprinsă în întregime între hiperplanele x v = și x' = și care se intersectează cu aceste hiperplane în mulțimile f(Lii) și respectiv [(Mr) § Spaţii tangente şi puncte critice Linii tangente Dacă C este o curbă în spațiul euclidian Af-dimensional, dată de ecuațiile parametrice A WALLACE Celulă n-dimensională cu coordonatele xb x , •••, xn, astfel încât fțp- == xx Dacă p este un punct critic al funcției f, atunci nu există un sistem de coordonate local cu proprietatea specificată în vecinătatea sa Dovada Să presupunem că p nu este un punct critic al lui f Fie q/: U'-*V' un sistem de coordonate local într-o vecinătate U' a punctului p Notând cu t/i, y , , yn coordonatele din V', scriem fq>'~ = g(yi, , yn) derivatele, să spunem dgfdyi, vor fi diferite de zero în punctul '(p) Din aceasta rezultă (vezi Definiția ) că există un sistem local de coordonate V astfel încât xx x , , xn sunt coordonate în V și / V într-o vecinătate a punctului p astfel încât fqr = X[ Prin urmare, mulțimea V într-o vecinătate a punctului p, y unde cp(p) este punctul ( , ), funcția g = fqr este pătratică formeaza de la coordonatele x, - la V cu coeficienti variabili, care in punctul unde /s,; sunt funcții netede și det(A;;(O)) #= , reducând f la forma /= cіU i cu coeficienții a egali fie cu , fie cu - (Începeți prin a converti f ] x I x! într-o formă diagonală în același mod ca și pentru o formă pătratică cu coeficienți constanți Pentru a face acest lucru, numărați x, - astfel încât / și ( ) ¥ = și eliminați termenii de forma xxl prin setarea Ui - Г I /li I X + + yjȚ- x, ^, Apoi trebuie să continuați prin inducție Verificați dacă coeficienții transformării rezultate y = Y Ui(x)x^ îndeplinesc condițiile cerute ) § SPAȚII TANGENTE ȘI PUNCTE CRITICE Următoarea teoremă decurge direct din rezultatele exercițiilor de mai sus: Teorema Fie f o funcție netedă pe o varietate netedă A și fie p un punct critic nedegenerat al funcției f pe M Atunci în vecinătatea punctului p există un sistem de coordonate local cp: U -► V astfel că funcția fqr este exprimată în termeni de coordonate în V sub forma Y entități cu I sau - egal (Se presupune că V pentru care yt sunt coordonate în V, apoi în el sau - Semnătura formei Y c^? care apare în teorema (adică numărul de c pozitiv, minus numărul de c negativ,) este invariantă la transformările liniare ale variabilelor') Rezultă că depinde doar de funcția f și ') La trecerea de la un sistem de coordonate local la altul, forma patratică, ai cărei coeficienți sunt derivatele secunde în punctul critic p, se transformă în același mod în care se transformă forma pătratică printr-o transformare liniară a variabilelor, matricea coeficienților din care coincide cu matricea Jacobi a schimbării coordonatelor în punctul p Prin urmare, invarianții acestei forme nu depind de coordonatele locale utilizate și pot fi relaționați cu p însuși ca punct critic al funcției f (Acest lucru nu depinde de nedegenerarea punctului p și de Teorema ) - Aprox ed A WALLACE r puncte Dar întrucât pentru un punct nedegenerat rangul formei pătratice c/y este egal cu dimensiunea varietății M, numărul r al negativului c, depinde și numai de punctul p și de funcție, dar nu de alegerea sistemului de coordonate Definiție Numărul r tocmai introdus, asociat cu un punct critic nedegenerat al funcției f, îl vom numi indicele punctului critic ') Consolidarea teoremei de încorporare În exercițiile și , am luat în considerare două funcții y și z pe tor, una având puncte critice degenerate și cealaltă nedegenerată Acum este mai convenabil pentru noi în exercițiul să schimbăm axele y și z Astfel, înglobăm torul în spațiul tridimensional în două moduri: ca suprafață (x + y + z + Z) = (x + z ) și cum suprafața (x + ^ + r + ) == (x + i/ ) În ambele cazuri, coordonata z este o funcție lină pe torul încorporat, iar în primul caz are patru puncte critice nedegenerate (Fig ), în timp ce în al doilea caz are un număr infinit de puncte critice degenerate (Fig ) Considerând punctele critice nedegenerate ca fiind mai simple, vom presupune că prima încorporare este "mai bună" decât a doua ■) Autorul îl numește un număr tipic, dar termenul "index" este folosit mai des În general, trebuie avut în vedere că terminologia de aici nu este complet stabilită Deci, indicele unei forme pătratice se numește uneori număr de termeni negativi atunci când este reprezentat ca o sumă de pătrate, uneori semnătură, adică diferența dintre numărul de termeni pozitivi și numărul de termeni negativi, iar uneori mai mic dintre ultimele două numere - Aprox ed § SPAȚII TANGENTE ȘI PUNCTE CRITICE De fapt, prezența punctelor critice degenerate este, într-un anumit sens, o excepție: un mic calcul arată că este nevoie doar de o ușoară rotație a suprafeței, iar funcția z Orez Pe un tor încorporat "orizontal", există puncte critice degenerate ale funcției z; formează două cercuri, dintre care unul (C) este prezentat Situația luată în considerare este un caz particular al următoarei teoreme generale Teorema Fie M o varietate compactă, netedă a cărei graniță este o uniune disjunctă a LIIBL'Ir Apoi există o încorporare lină f a lui M într-un spațiu euclidian N-dimensional cu următoarele proprietăți ( ) /(A ) se află în întregime în mulțimea acelor x pentru care x v și f(Mt) și f(M ) sunt intersecțiile lui f(M) cu hiperplanele = și respectiv Xn = ( ) Funcția xN pe f(M) are doar un număr finit de puncte critice; toate sunt nedegenerate și se află în afara hiperplanelor xN - și xN = În plus, se poate asigura că nu există două puncte să corespundă aceleiași valori xN Condiția ( ) înseamnă, în special, că printre hiperplanele xN-c există doar finit multe A, WALLACE tangente la f(M), iar fiecare astfel de hiperplan corespunde exact unui punct tangent Desigur, este posibil să se formuleze teorema într-un alt mod Funcția xN poate fi transferată la f(M) prin intermediul unei mapări f la varietatea A , obținându-se acolo o funcție lină •••> •'bі) XN -IM \ Xlt X , , Xn), ') În punctul critic, nu este determinată care direcție este ortogonală în acest punct - din Fig arată că nivelul critic poate să nu fie o varietate - Notă, ed A WALLACE unde fi sunt funcții netede Din Lema rezultă că dacă ( PT nu conține un singur punct critic al funcției Xy, atunci xN însuși poate fi luat ca una dintre coordonatele locale în mulțimea deschisă UC \ M Rezultă că, după o renumerotare corespunzătoare a coordonatele, ID~}M devine multimea de puncte, satisfacand ecuatiile ( ) xi = fi(xl,x , ,xn~ ,xN), i = n, " - , N - Atunci mulțimea OGIL C, dacă este nevidă, va fi dată de ecuațiile ( ) și ecuația suplimentară Xu = C Fie /;e ( p Notăm cu x,-(p) valoarea coordonatei Xi în punctul p Astfel, pentru nivelul A C care trece prin punctul p, avem c = Xy(p) Fie Tp fie spațiul tangent la varietatea M în punctul p, iar T'p este spațiul tangent la A C în același punct Atunci Tp și T'p au dimensiuni n și respectiv n - și T'P Ф (х")' •••' ^-iW' J)' unde fiecare derivată trebuie să ia valoarea în punctul p § NIVELURI CRITICE ȘI NE-CRITICE I "ut- (* / - xі (p)) + \ '■ l / o Ecuațiile spațiului Tr au forma ( ) Xi - Xi (p) = Y +( l ~hm- unde indicele p din dreapta jos înseamnă că valoarea derivatei este luată în punctul p Și iată ecuațiile spațiului T': P - \ ( ) хі - хі (p) = Y MCh (Хі - хі {pY) /=і ѵ ' 'р Direcția ( ) trebuie să fie ortogonală cu spațiul T'p, iar acest lucru este echivalent cu faptul că este ortogonală cu mulțimea de n - I direcții liniar independente din spațiul T'p Mulțimea unor astfel de direcții va fi mulțimea soluțiilor liniar independente ale ecuațiilor ( ), care sunt considerate ecuații liniare în raport cu x, - Xi(p) Următoarele n - linii formează un set de soluții liniar independente: , oh, oh Oh, ( ) , , , Oh, m O' dxi /p ' \ dx, !p ' \ dxi )p ), ; !R Mă scufund \ (df vl § NIVELURI CRITICE ȘI NE-CRITICE Exerciții Demonstrați că ecuațiile ( ) pot fi folosite pentru a introduce un nou sistem de coordonate locale într-o vecinătate a unui punct necritic al funcției xw prin specificarea punctului cu parametrul său xx pe curba corespunzătoare a familiei F și coordonatele lui punctul în care această curbă intersectează un nivel fix Mc Deduceți de aici că dacă Mc este un nivel necritic al funcției xN, atunci are o vecinătate în M care este difeomorfă cu produsul A C XI, unde I este intervalul deschis de valori al funcției x v Demonstrați că un rezultat similar este valabil pentru nivelul critic dacă vecinătatea punctului critic ') este exclusă Deduceți din exercițiul anterior că, dacă Mc și Mc sunt două niveluri critice succesive (adică, astfel încât toate nivelurile Mc pentru care Ci , gĂ + (lg)/ , ), unde g este o funcție netedă pe tor, egală cu zero în afara unei vecinătăți a lui P și cu una în interiorul unei vecinătăți mai mici Să construim o nouă familie de curbe F' tangente la această direcție Rețineți că pe măsură ce ne apropiem de punctul Рl, direcția ( ) se schimbă treptat de la (/t, / , ) la (Хі, d , ) Prin urmare familia F' va coincide cu F în afara vecinătăţii punctului P , iar într-o vecinătate mai mică va coincide cu familia φ' (Fo) După cum sa menționat mai devreme, acest lucru înseamnă că se poate explora vecinătatea H pe torus folosind ') Noile curbe nu vor mai fi ortogonale pe secțiunile torului prin planuri orizontale, dar, în orice caz, nu le vor atinge și nici nu vor forma unghiuri mici cu ele; de fapt, este ușor de realizat că nu există unghiuri mai mici de, să zicem, ° (Aceasta rezultă din faptul că într-o vecinătate suficient de mică a punctului P , direcțiile (/i/ , ) și (Ăi, Z , ) considerate mai jos vor fi arbitrar apropiate unele de altele Într-adevăr, fie p un punct al torului apropiat de P cu coordonatele (x, y, z) și fie p' = (x, y, y - x ) Direcția (Xi, >, , ) în punctul p este direcția a curbei este o curbă din familia Fi> care trece prin punctul X ( ), ^(φ), ) respectiv Rețineți că ultima coordonată poate fi într-adevăr egală cu , deoarece niciuna dintre aceste direcții nu este orizontală Mai mult, fie Ui o altă vecinătate a punctului p astfel încât U\dU Pentru simplitate, este mai bine să luați o celulă ca U\ Să găsim o funcție netedă g pe M care este egală cu pe Ui și zero în afara lui U (vezi exercițiul ) Acum să comparăm fiecare punct q !)• Rețineți că această comparație poate fi extinsă la întreaga varietate M luând pentru fiecare punct din afara U vectorul ( ), este necesar să se rezolve sistemul de ecuații diferențiale (dx, \ \u d uSh?) + ( -I( Yn)' este o hiperbolă În plus față de exercițiul anterior, arătați că, dacă una dintre traiectorii y'u= la un moment dat, atunci yi = de-a lungul întregii traiectorii (Deduceți acest lucru direct din ecuațiile diferențiale ) Folosiți-l pentru a demonstra că o cale printr-un punct în care originea coordonatelor Se obține același rezultat pentru o traiectorie care trece printr-un punct cu ț/r+ = l/ fata de Sr si la o distanta ^l/ fata de Jn-rb este reprezentata ca Sr l X Sn~r X L unde / este un interval (de exemplu, intervalul ( ; )) În această expansiune, punctul (p, q)eA cu qs S"~r = limita E"~r este identificat cu punctul (p, q, ) din C, iar punctul (p, q) eB cu p - Sr~x = limita Br se identifică cu punctul (p, q, ) din C І A, WALLACE De remarcat că o astfel de descompunere a sferei S' - corespunde cu descompunerea sferei S descrisă mai sus (Fig ); totuși, S în acel exemplu nu a apărut ca suprafață a bilei unitare, ci ca un set asociat cu o familie de suprafețe de ordinul doi Reproducem acum această situație în cazul general Considerăm într-un spațiu n-dimensional o familie de hipersuprafețe de ordinul doi ( ) x'i + Xo + + x r - c + - ••• x"n = c> unde - C s -; Rețineți că sferele Sr I și Sn r din Exercițiul se află pe suprafețe ale acestei familii cu parametrii c = și, respectiv, c = - Verificați dacă o rază îndreptată de la origine către orice punct de pe fiecare dintre sferele Sr , Sn~r~l formează un unghi ^l/ cu orice linie de pe con Rezultă că mulțimile A și B din Exercițiul proiectează homeomorf de la origine pe niște bucăți de hipersuprafețe ( ) cu parametrii c - și, respectiv, c = Să notăm această proiecție cu l Fie p și q două puncte de pe granițele mulțimilor Ay, respectiv, legate de unul dintre acele arce de cerc mare a căror unire dă mulțimea C Notând acest arc cu a, verificați dacă punctele n(p) și n( Mulțimea F este un cerc, Orez Vecinătatea tubulară a cercului S! în E ca produs direct adică o celulă bidimensională Acum să luăm un punct arbitrar pe B și să desenăm un plan prin punctul p și axa z Acest plan formează un unghi cu planul (x, z) Poate fi luată, desigur, ca coordonată pe N Să desenăm un cerc C prin punctul p, paralel cu planul (x, y), și să fie q ∈ F punctul în care C intersectează cercul F Este ușor de observat că aceasta oferă o reprezentare a torusului sub forma unui produs NXF: perechea ( , q) corespunde punctului p Prin urmare, N este încorporat direct în M A WALLACE Dăm acum un exemplu de varietate încorporată indirect Fie M un plan proiectiv (Exemplul ) Am văzut că acest spațiu poate fi reprezentat ca o emisferă, în care sunt identificate puncte de margine opuse Ca N luăm cercul obținut prin lipirea capetelor unui semicerc mare de pe emisferă Este ușor de observat că N este o subvarietate în M Construim vecinătatea tubulară B pentru N în A mai întâi pe emisferă, unde va fi o bandă a cărei linie mediană coincide cu N Evident, B poate fi reprezentat ca uniunea de straturi care sunt celule unidimensionale și intersectează N: straturile sunt arce de cerc pe emisferă, care intersectează N în unghi drept Totuși, identificarea punctelor opuse de pe graniță înseamnă că pentru a obține vecinătatea B trebuie să rotim capetele benzii unul față de celălalt cu o jumătate de tură înainte de lipire Prin urmare, B este o bandă Möbius Se poate demonstra că nu este homeomorf cu produsul NXF, unde F este o celulă unidimensională Prin urmare, încorporarea lui N în M nu este directă Ultimul exemplu ilustrează un fenomen care merită un studiu suplimentar și conduce la o distincție importantă între cele două tipuri de varietăți Existența unei înglobări indirecte (ca în Exemplul ) înseamnă că atunci când ne deplasăm de-a lungul cercului și revenim la punctul de plecare, varietatea este cumva răsucită Astfel, vecinătatea cercului din Exemplul este o bandă învolburată O astfel de răsucire nu are loc dacă fiecare cerc de pe colector este un cerc direct încorporat Definiție Fie M o varietate netedă Dacă fiecare cerc care se află ca subvarietă în M este o subvarietă direct încorporată, atunci spunem că varietatea M este orientabilă În caz contrar, spunem că M este neorientabil § MODIFICARI SFERICE Această definiție este echivalentă cu altele întâlnite mai frecvent în literatură ); cu toate acestea, este mai potrivit pentru scopurile noastre, deoarece vom folosi conceptul în această formă Exemplul Sfera este orientabilă, dar planul proiectiv nu este În Secțiunea oferim o clasificare completă a varietăților compacte bidimensionale Și anume, fiecare astfel de varietate este homeomorfă fie la o sferă cu un anumit număr p de mânere, fie la o sferă cu un anumit număr de k găuri, în fiecare dintre care sunt identificate puncte de margine diametral opuse Un exemplu de primul tip dă un tor, pentru care p = , și un exemplu de al doilea tip, un plan proiectiv, pentru care k = Varietățile de primul tip sunt orientabile, în timp ce cele de al doilea tip sunt non -orientabil Al doilea ') Vezi Milior, p - ; echivalența lui "I" rezultă din cele spuse în nota de subsol de la p Pentru cele ce urmează, este util să ne facem și o idee despre orientarea asociată acestui concept Pentru o definiție precisă pentru cazul general, vezi Milnor, p ; ne limităm la o descriere descriptivă pentru două cazuri particulare - un cerc și o varietate bidimensională A specifica o orientare pe un cerc înseamnă a lua una dintre cele două direcții de parcurgere de-a lungul acestuia ca fiind pozitivă A specifica orientarea unei varietăți bidimensionale înseamnă a specifica o regulă care pentru fiecare cerc mic (care se află pe varietate) determină ce direcție de rotație pe cercul care mărginește acesta este considerată pozitivă și este necesar ca direcția de rotație să nu nu se schimbă atunci când cercul se mișcă continuu de-a lungul colectorului O varietate orientabilă este o varietate pe care poate fi dată o orientare Dacă în vecinătățile care nu se intersectează Ua și Ub a două puncte diferite a și b ale varietății A am dat niște orientări, atunci în cazul în care A este orientabil, au sens următoarele afirmații: "aceste două orientări coincid", "aceste două orientări sunt opuse" Când M este neorientabil, aceste afirmații nu au sens: dacă, în scopul comparării orientărilor, "mutăm" b la a, "trăgând" după b vecinătatea sa împreună cu orientarea introdusă acolo, până la aceasta Deoarece vecinătatea nu se intersectează cu Ua (atunci orientările pot fi comparate direct), rezultatul va depinde de calea pe care se deplasează b - Aprox ed A WALLACE afirmația este ușor de demonstrat, deoarece un arc pe o sferă cu k găuri care leagă puncte diametral opuse ale marginii uneia dintre găuri se transformă într-un cerc încorporat indirect după identificare Pentru a arăta că o sferă cu p mânere este orientabilă, o realizăm ca o suprafață în spațiu tridimensional (vezi desenele din Secțiunea ), luăm un cerc S pe ea, încorporat ca subvarietate și considerăm o vecinătate tubulară B a acest cerc Fixăm una dintre cele două direcții pe S și trasăm o linie tangentă din fiecare punct al lui S, marcând această direcție pe acesta Apoi luați tangenta la suprafața de la p, care este perpendiculară pe S, și marcați o direcție pe ea, astfel încât această linie, împreună cu tangenta direcționată și normala exterioară la suprafață, să dea un sistem de coordonate dreapta Aceasta determină în fiecare punct " eS o direcție pozitivă pe perpendiculară pe S în B și, prin urmare, transformă B în produsul SX Se poate arăta (dar nu vom face acest lucru aici) că definiția orientabilității poate fi formulată în termeni de sisteme de coordonate locale Mai precis, varietatea M este orientabilă dacă și numai dacă există o astfel de acoperire a vecinătăților sale de coordonate încât pentru oricare două vecinătăți care se intersectează, Jacobianul transformării de coordonate corespunzătoare este pozitiv Exercițiul Arătați că cele șase vecinătăți de coordonate de pe S din Exemplul satisfac condiția de mai sus dacă coordonatele din fiecare dintre aceste vecinătăți sunt luate în ordinea corectă Definiţia perestroika Definim acum noțiunea de rearanjare sferică Fie M o varietate netedă n-dimensională și să presupunem că Sr este o sferă r-dimensională care este o subvarietate direct încorporată a lui M Pentru concizie, o vom numi o sferă direct încorporată Astfel Sr § MODIFICARI SFERICE are o vecinătate B în M care este difeomorfă cu produsul Sr\En~r, unde En~m este o celulă (n - r)-dimensională Atunci limita lui B este varietatea Sr 'X Sn~r~l, prin urmare, omiţând interiorul lui B din M, se obţine o varietate cu graniţă, iar limita este produsul lui Sr\Sn-r~l Pe de altă parte, SrX X sn-rt este, de asemenea, o limită a varietății £'+* X Sn r Prin urmare, este posibil să se formeze uniunea M\IntB și Er+ X prin identificarea muchiilor ca explicat în sect , iar acest lucru se poate face în așa fel încât rezultatul să fie o varietate netedă M' Definiție Vom spune că M' se obține din M printr-o transformare sferică de tip r (r este dimensiunea sferei a cărei vecinătate este îndepărtată din A ) Exemple Fie M o sferă bidimensională Se consideră sfera zero-dimensională S° C M (Fig ) Are un cartier format din două cercuri care nu se intersectează Această vecinătate poate fi reprezentată ca S°\E , astfel încât încorporarea lui S în M este directă Notează-l cu B Atunci M \ Int B este o sferă cu două găuri El\Si este un cilindru, iar dacă îi lipim marginile de cercurile formate de marginile găurilor, atunci obținem o sferă cu un singur mâner, adică doar un tor Astfel, se obține un tor dintr-o sferă bidimensională printr-o transformare sferică de tip Pentru a obține un alt exemplu de transformare sferică, luați în considerare operația inversă: fie M un tor și S cercul prezentat în Fig S are un vecinătate în M de forma S X E , care este o bandă care înconjoară torul După îndepărtarea interiorului acestei benzi, ceea ce rămâne are limita Sl\S° O pereche de cercuri care nu se intersectează E X ° are aceeași limită, iar dacă le lipim de-a lungul acestei limite, obținem sfera M' Prin urmare, ) Sferice • rearanjamentele se mai numesc rearanjamente Morse - Notă, ed A WALLACE sfera se obține din torus printr-o intervenție chirurgicală sferică de tip Exemplele de mai sus de rearanjare a unei sfere într-un tor și apoi înapoi într-o sferă ilustrează S° Orez Un tor se obține dintr-o sferă prin intermediul unei reconstrucții sferice O situație complet generală: dacă M' se obține din M printr-o transformare sferică, atunci M se poate obține și din M' printr-o transformare sferică Într-adevăr, să presupunem că M' se obține din M dacă $' X £' Orez Sfera (de jos) este obținută din tor (sus) folosind o remodelare sferică Sfera arată ca un cilindru curbat, ale cărui baze sunt lipite cu cercuri A WALLACE se elimina vecinatatea tubulara Sr'X En~r a sferei Sr si se inlocuieste cu Er+l X Sn~r- În acest caz, Er+i X conține sfera {po} X Sn r , unde p este un punct interior al celulei Er+I De aici rezultă că M' conține sfera {p } X Sn~r~} și că această sferă are în M' o vecinătate tubulară Er+l X XS" r ; prin urmare, înglobarea acestei sfere în M' este directă Acum, pentru a obține M din M ' ar trebui să îndepărtați vecinătatea tubulară a sferei {/?o} X Sn~r~l și să o înlocuiți cu Sr X En~r Această transformare sferică este de tip n - r - Exemplul Tipul general de exemple poate fi extras din teorema : dacă W este o varietate netedă și f este o funcție netedă pe W și dacă M și M' sunt varietăți de nivel ale funcției f, separate între ele doar de un singur nivel critic , pe care se află doar unul și, în plus, este un punct critic nedegenerat, atunci M' se obține din M printr-o transformare sferică Film care realizează rearanjare Exemplul arată cum, având în vedere o funcție cu un punct critic, se poate obține o intervenție chirurgicală sferică Arătăm acum că orice rearanjare sferică poate fi obținută în acest fel Ideea este de a construi o varietate cu graniță dintr-o pereche de varietăți conectate printr-o transformare sferică și de a construi o funcție pe ea, pentru care varietățile originale vor fi varietăți de nivel separate de un nivel critic Cum să faceți acest lucru este sugerat de familiaritatea noastră cu modul în care ar trebui să arate vecinătatea nivelului critic Următorul exemplu ne va oferi cheia înțelegerii construcției în cazul general Exemplul În Exemplul am văzut că torul se obține din sfera Mo printr-o rearanjare de tip Mulțimea IntBo îndepărtată din A constă din două cercuri deschise disjunse, astfel încât § MODIFICARI SFERICE Alo\Intfîo este o sferă cu două găuri Pentru scopurile noastre, este mai convenabil să ne gândim la M \Int Bo ca la suprafața unui cilindru care este curbat într-un arc, ca Eu D Dacă adăugați Vo obţine ssrera (Mn\In-t B )x/ Orez Când se adaugă Ba la suprafața interioară a unui cilindru curbat îngroșat (A \ Int B )X^, se obține o sferă; adăugarea lui B} la suprafața sa exterioară are ca rezultat un tor prezentată în fig Apoi (A- \InI Bo) X / va fi o îngroșare a suprafeței cilindrului După cum se arată în fig , bazele acestui cilindru sunt formate din segmente radiale, fiecare având forma G A WALLACE {p} X A unde p se află la limita mulțimii Aîo\IntB Unirea bazelor cilindrului poate fi, desigur, reprezentată ca \Int Bo) X{ }, - pentru Al(\IntBi Mulțimea Bo este formată din două cercuri, în timp ce B, este un cilindru S X E Orez Mulțimile Bo, Bi și (S° XS')XI (sus) formează o sferă bidimensională (dedesubt); este marginea unei celule tridimensionale Prin urmare, suprafața interioară a cilindrului (M \Int Bo) XXI se transformă într-o sferă dacă Bo este înlocuit, iar suprafața exterioară se transformă într-un tor dacă i se adaugă Bb Considerăm, pe de altă parte, o celulă tridimensională B cu granița S , care este descompusă în unirea a trei mulțimi S°XB , S'X£ și ^X^'XL, care sunt de fapt mulțimile A , B și C din Exercițiul (Fig ) Rețineți că aceste trei seturi pot fi identificate respectiv cu Bo, B\ și baza cilindrului îngroșat (A \Int Bo) X/ X/ pe suprafața S Prin urmare, dacă identificăm mulțimea (S°X*S )X^ de pe suprafața celulei E cu mulțimea corespunzătoare pe baza § V RESTRUCTURĂRI SFERICE cilindru îngroșat, apoi se va obține un corp solid M, iar Bo și Bt vor cădea automat în locul potrivit, formând limita interioară L și limita exterioară L ] Din această construcție rezultă informații suplimentare În exercițiul am văzut că pe celula tridimensională B există o funcție lină f cu următoarele proprietăți La limita S a celulei E , funcția ia următoarele valori: pe mulțimea Bo - S° X E , pe mulțime și t pe submulțimea (S°X>Sl)X{ din mulțimea S °\Sl În punctele rămase ale celulei E , funcția f ia valori între și , iar în centrul celulei își are singurul punct critic Este clar că acum putem extinde funcția ț la întreaga varietate M setând f = t în punctele mulțimii (Mo\IntBo)X{O din (M \IntB )X B If (M \Int Bo) X / și E au fost deja montate unul pe celălalt unui prieten în așa fel încât să se obțină o varietate netedă, atunci f va fi o funcție netedă care este egală cu pe Mo, pe A i și are exact un critic nedegenerat punct în centrul celulei E Acum, având acest exemplu în fața noastră, putem realiza construcția corespunzătoare în cazul general Fie Li o varietate netedă de dimensiune n, iar Lii să fie obținut din Li printr-o transformare sferică de tip r Această transformare se realizează prin îndepărtarea din Mo a mulțimii Bo, care este difeomorfă față de vecinătatea tubulară Sr\En-r a sferei Sr înglobate direct, iar apoi înlocuind această mulţime cu mulţimea Bi = Er+i X Sn~r~l Pentru a construi L începem, urmând modelul exemplului anterior, cu produsul (A \In Bo) X / O parte a graniței acestui produs este (Sr X Sn~r~I) X I Pe de altă parte, granița Sn a unei celule n-dimensionale En+' poate fi reprezentată ca uniunea - Sr X En~r, B = Er+l XX Sn~r~ , și C - (Sr X Sn r" ) X E Formăm acum uniunea (Al \Int Bo) XI și En+\ identificând submulțimile Sr X Sn r X / care apar în ambii termeni Aceasta va reveni automat la A WALLACE plasați A = Bo în M \IntB , restabilind din nou A și introduceți B = Bi în AKXIntBi, formând Lii, astfel încât să obținem o varietate M, a cărei graniță este o unire disjunctă ) Lio și ATj În continuare, construim o funcție f pe M în același mod ca în exemplul tridimensional Luați funcția f pe celula En+ obținută în exercițiul Pe sfera care mărginește celula En+I, avem: f = pe A, f = pe B, iar pe C funcția f ia valoarea t pe mulțimea Sr X X ~G~I X W În plus, f are exact un punct critic nedegenerat în centrul lui En+ Apoi această funcție poate fi extinsă la întregul colector A , setându-l egal cu t pe setul (M \Int Bo) XW în (Al \Int Bo) X I- Dacă (Al \Int Bo) X și En+ sunt conectate corect, atunci M va fi o varietate netedă și f o funcție netedă Pe mulțimea (Al \IntB ) X XI, valoarea funcției f coincide cu valoarea parametrului t al intervalului I, iar acest parametru poate fi întotdeauna luat ca una dintre coordonatele locale, astfel încât, prin Lema , funcția f nu are puncte critice în această mulțime Cu alte cuvinte, există un singur punct critic nedegenerat al indicelui r + în centrul lui En+ Ca rezultat, obținem următorul rezultat Teorema Fie A ] obținut din A printr-o transformare sferică de tip r Atunci există o varietate netedă M a cărei limită este uniunea disjunsă a lui A și A |, și o funcție netedă f pe M, care este zero pe A și una pe Mc, în alte puncte ia valorile între și și are exact un punct critic nedegenerat de indice r + Aplicarea repetată a acestei teoreme dă următorul rezultat: !) Adjectivul "incoerent" are scopul de a sublinia faptul că Lio și Mi nu se intersectează; atunci uniunea, într-adevăr, nu poate fi conectată - Notă, ed § , MODIFICARI SFERICE Teorema Fie LD să fie obținută de la Ma prin perestroika sferică finită Apoi există o varietate netedă M, a cărei limită este o uniune disjunctă Al UAli, și o funcție netedă f pe M, care este egală cu pe Mo, pe Mlt în alte puncte, ia valori între și și are critice puncte corespunzatoare tuturor rearanjarilor efectuate Definiție Varietatea construită în această teoremă va fi numită un film care realizează o secvență de intervenții chirurgicale sferice care transformă A în A b Pentru comoditatea terminologiei, introducem încă o definiție Fie transformarea lui φ care transformă A în A i constă în îndepărtarea unei vecinătăți a sferei D' în A Apoi, luând în considerare pe filmul realizând φ traiectoriile ortogonale ale familiei de niveluri ale funcției corespunzătoare f (în acel start în punctele sferei Sr toate se termină într-un punct critic al lui f (vezi Exerciţiul ) Astfel, când trecem de la Mo la L , de-a lungul familiei de niveluri ale funcției f, sfera Sr se contractă de-a lungul traiectoriilor ortogonale până la un punct, iar apoi, când noi, depășind nivelul critic, continuăm să ne mișcăm mai departe, sfera Apare Sn-r~ , care se umfla din punctul critic pe traiectorii ortogonale pana ajunge la nivelul M[ Prin urmare, este convenabil să spunem că permutația φ contractă sfera S' și că această permutare are ca rezultat sfera Sn~r~[ Variete bordante Conținutul teoremei - poate fi exprimat și în alt mod, în termenii unei relații între varietăți cunoscută sub numele de bordism ') Există o oarecare inconsecvență în terminologie, așa cum este menționat în cca ed la pagina Wallace însuși folosește termenul rar folosit "restricționarea varietatilor" - Aprox ed A WALLACE Definiție Două varietăți compacte netede - (fără graniță) ЛІ și Alj se numesc bordante dacă există o varietate compactă netedă M ("film"), a cărei graniță este uniunea disjunsă Mo U Мі a două varietăți difeomorfe cu varietățile Л și Л ], respectiv În cazul particular, când una dintre varietățile originale, să zicem Afi, este goală, se spune că a doua varietate Mo este bordantă la zero sau mărginită (Aceasta din urmă înseamnă astfel că este diferită față de limita unei varietăți compacte netede ) Exemplul y Orice varietate compactă netedă fără graniță Mo este bordantă la sine (pentru M putem lua Sfera Sn este o varietate de limite deoarece este limita mingii En+ Sfera cu p mânere Mo este o varietate de limite, deoarece este limita unei mingi cu p mânere solide Aceste exemple pot părea destul de banale; cu toate acestea, nu este ușor să veniți cu un exemplu non-trivial În general, criteriul care permite să se determine pentru o pereche de varietăți dacă acestea sunt bordante sau nu este foarte complicat și nu îl vom prezenta aici Cu toate acestea, putem formula următorul rezultat Teorema Varietățile compacte netede Mo și M} sunt bordante dacă și numai dacă una dintre ele poate fi obținută de la cealaltă printr-un număr finit de transformări sferice Dovada Dacă se dă că Lio și Mi sunt bordanți, adică se spune că uniunea lor disjunctă este granița varietății M, atunci prin teorema există o funcție f pe M care este egală cu și pe ') Ar trebui să spunem: "uniunea deconectată a anumitor varietăți difeomorfe la A și Mu"; Exemplul arată că uneori acest lucru este esențial Cu toate acestea, libertățile de exprimare permise sunt destul de comune și ar trebui să te obișnuiești să înțelegi corect (nu prea literal) textul în astfel de cazuri - Aprox ed § MODIFICARI SFERICE /Io și, respectiv, Lii și are doar un număr finit de puncte critice; toate sunt nedegenerate și se află pe diferite niveluri Vom tine evidenta setului de niveluri Mc, crescand c de la la L Conform exercitiului și Teorema , din punct de vedere topologic nu se întâmplă nimic cu nivelul Mz dacă nu trecem de nivelul critic, iar când îl trecem apare o rearanjare sferică Acesta din urmă se întâmplă de la Mo la Mi doar de un număr finit de ori În schimb, dacă Mi se obține din Mo printr-un număr finit de transformări sferice, atunci Teorema afirmă că varietățile Al și Mj sunt bordante Perturbații mici și izotopie Dacă înțelegem definiția unei transformări sferice, se dovedește că rezultatul acestei operații depinde de sfera pe care o contractăm, precum și de modul în care vecinătatea tubulară a acestei sfere este reprezentată ca un produs în interiorul varietății date Pe de altă parte, primul pas în construcția de reconstrucție a fost îndepărtarea vecinătății tubulare a sferei Sr Prin urmare, dacă o altă sferă SJ ar avea aceeași vecinătate tubulară, atunci rezultatul rearanjarii ar fi același Acest lucru se va întâmpla, de exemplu, dacă sfera Sî este obținută din Sr printr-o mică deplasare, astfel încât î intersectează într-un punct fiecare strat de celule {x} X X£n~r al produsului Sr\En~r (al vecinătate tubulară a lui Sr) În acest caz, Sr\En~r este exprimat automat ca Si X En~m și, prin urmare, va rezulta aceeași rearanjare, indiferent dacă se începe cu Sr sau [ Mai precis, rezultatul unei rearanjamente contractând SО va fi același cu rezultatul unei rearanjamente care contractează T În plus, este ușor de observat că ambele aceste rearanjamente sunt realizate de aceleași filme Observăm că structura produsului pe vecinătatea tubulară a sferei Si este determinată de structura corespunzătoare pe vecinătatea lui S Este important de remarcat, A WALLACE că chiar și în cazul în care Sr nu se modifică deloc, o modificare a structurii produsului pe o vecinătate tubulară poate afecta rezultatul reamenajării Această împrejurare este ilustrată de următorul exemplu simplu Exemplul Luați o sferă S și luați în considerare o sferă -dimensională S pe ea, ca în Exemplul De fapt, există două moduri de a reprezenta vecinătatea sferei S ca un produs S° X E , fiecare dintre ele obținute din cealaltă prin schimbarea direcției de rotație pe unul dintre cercuri ) - Aceasta ') Fie a, b un punct al sferei S°, U vecinătatea sa tubulară, E = {(x, y) |x + y ), f: S°XE -*U un difeomorfism Dacă se alege o orientare pe cercul E , adică se stabilește ce direcție de rotație este considerată pozitivă - să zicem, în sens invers acelor de ceasornic - atunci difeomorfismul f transferă această orientare celulelor Ua - f({a}XE ) și Ub = f({b}XE ) Dar până la urmă se poate lua și un alt difeomorfism g: S° X E ->> U și anume g (a, x, y) = f (a, x, y), g (b, x, y) = f (b, x, - y) De asemenea, transferă orientarea cercului E către aceleași celule Celula Ua va fi orientată în același mod ca înainte, dar Pi nu este Este clar că mai sunt două posibilități Cu toate acestea, cititorul poate fi convins cu ușurință prin desenarea figurii corespunzătoare că rezultatul rearanjarii este afectat doar de faptul că Ua și Ub sunt orientate în același mod Dacă orientările lui Ua și Vb sunt opuse, atunci spunem că rearanjarea păstrează orientarea; în caz contrar, că nu păstrează orientarea Originea acestor nume este clară din astfel de exemple În Exemplul , permutația care păstrează orientarea duce sfera într-un tor orientabil, iar permuția care nu păstrează orientarea într-o sticlă Klein neorientabilă Un alt exemplu sunt permutațiile cercurilor; vezi p Perestroikele de acolo numite răsucire sunt exact acele perestroika; pe care acum o numim orientare-neconservare Ei iau un cerc într-un cerc, adică orientabilitatea este păstrată; dar dacă se alege o anumită direcție pe cercul inițial, atunci după restructurare se vor obține direcții diferite pe diferite piese ale noului cerc, adică nu se păstrează orientarea De asemenea, observăm că dacă varietatea reglabilă este neorientabilă, atunci nu este nevoie să vorbim despre o asemenea diferență între tipul mutant , deoarece pe o astfel de varietate nu se pot compara orientările introduse în vecinătățile neintersectate Ua și Uu - Aprox ed § MODIFICARI SFERICE înseamnă că atunci când lipim S'XE , identificând limitele în mod corespunzător, atunci această identificare se poate face în două moduri Prima cale (orientabilă) este descrisă în Exemplul și, aplicând-o, obținem un munte Cealaltă cale (neorientabilă) va avea ca rezultat o suprafață unilaterală, sticla Klein (Figura ) Exerciții Fie Sr o sferă direct încorporată în varietatea M și fie B vecinătatea sa tubulară Două reprezentări ale lui B sub forma unui produs Sr X En~r definesc un difeomorfism f al vecinătăţii B asupra lui însuşi Este determinată de faptul că ia punctul, care, sub o reprezentare a lui B ca produs, corespunde perechii (p, q), punctului care, sub altă reprezentare, corespunde aceleiași perechi (p , q) Demonstrați că dacă f poate fi extins la un difeomorfism al varietatii M asupra ei însuși, atunci rearanjamentele corespunzătoare la două reprezentări diferite conduc la același rezultat și sunt realizate de aceleași filme ) Modificând exercițiul anterior, să presupunem că Sr este încorporat direct în M și că Bi și B sunt două vecinătăți tubulare, fiecare dintre acestea fiind reprezentată ca un produs al lui Sr X En~r Apoi, în mod analog cu Exercițiul , se definește harta f a vecinătății Ві la В Demonstrați că dacă f poate fi extins la un difeomorfism al varietății LI asupra ei însuși, atunci rearanjamentele lui M prin Bi și B conduc la același rezultat și sunt realizate de același film Un caz particular al exercițiului anterior este deosebit de important pentru noi Fie Sr să aibă vecinătăți tubulare Вр ^ ВіС: czB , unde B( - Sr X E], i = , , și t> sunt bile centrate la originea unui spațiu (n - r)-dimensional și E[ c E C E Construiți pe el însuși un difeomorfism al unui spațiu (n - r)-dimensional care este identic în afara lui E și mapează E la Ei (Sfat: Construiți maparea mutând punctele de-a lungul razelor până la origine și specificând cantitatea de deplasare folosind o funcție ca cea descrisă în Exemplul ) Deduceți de aici că există un difeomorfism al varietății M asupra ei însuși luând B la Bi ') Iată afirmația exactă a ceea ce trebuie dovedit Fie, sub prima rearanjare, M produce o varietate A i și fie W un film care realizează această rearanjare; fie a doua rearanjare să producă LI și fie W' filmul corespunzător Atunci există un difeomorfism F: U -> W al acestor filme astfel încât f |A = / (Astfel s-a spus deja că A [ și A [ sunt difeomorfe) - Aprox ed A WALLACE Având în vedere exercițiul , sensul exercițiului este că, efectuând o rearanjare contractând sfera Sr, putem lua vecinătatea tubulară a acestei sfere cât ne place Rezultatele tocmai descrise pot primi o formulare mai generală, dar nu ne vom ocupa de asta aici Cea mai importantă pentru noi este situația în care sferele direct încorporate Si și S sunt obținute ca imagini ale a două mapări izotopice ale sferei Sr în M Acest lucru poate fi înțeles în așa fel încât sfera S să fie obținută din Si printr-o deplasare mare, dar această deplasare mare este descompusă într-o succesiune de deplasări mici precum cele descrise la începutul acestei secțiuni ) În acest caz, se poate arăta că o structură de produs dată pe o vecinătate tubulară a sferei Si induce o structură de produs pe o vecinătate tubulară a sferei S , iar permutările corespunzătoare acestor vecinătăți și contractarea sferelor Si și S conduc la același rezultat și sunt realizate de aceleași filme Acest rezultat poate fi obținut, de exemplu, prin aplicarea succesivă a rezultatului corespunzător pentru perturbații mici Există o altă împrejurare care trebuie studiată în legătură cu acest cerc de întrebări: este necesar să se facă o comparație între filmele care realizează două secvențe de rearanjamente astfel încât sferele contractate într-o secvență să fie obținute din sfere contractate în alta prin intermediul unor mici perturbații Trebuie remarcat faptul că nu este suficient să luăm în considerare filmele care realizează fiecare rearanjare individuală; trebuie să fim atenți și la legătura cu care se lipesc, formând două filme care realizează două secvențe de rearanjamente Pentru scopurile noastre, este suficient să luăm în considerare următorul caz special Fie φ o rearanjare care transformă Mo în A); și începe cu îndepărtarea tubularului !) Pentru definiția exactă a izotopiei, vezi Milnor (p ) - Notă ed § MODIFICARI SFERICE din cartierul respectiv B al sferei S înglobat direct în Mo Fie φ' a doua transformare Lio, care începe cu îndepărtarea vecinătăţii tubulare B' a sferei S' Să presupunem că există o mapare continuă F: M \I Mo astfel încât restricția sa la Mo X { } mapează Mo cu el însuși în mod identic, restricția sa la A X { } mapează B' X W la B, păstrând structura produsului corespunzătoare, iar restricţia sa la mulţimea Lio XV} Pentru fiecare t este un homeomorfism Notăm cu g restricția mapării F la mulțimea Loo X {!} Apoi, folosind metoda exercițiului , obținem un homeomorfism G al filmului W realizând permutarea φ la filmul W' realizând permutarea φ' , iar restricția lui G la Lio este egală cu g~ l Acum vrem să corectăm G în așa fel încât să îi limităm la Lio harta identității În acest scop, definim o mapare H a varietatii W' pe sine, după cum urmează Observăm că, deoarece varietatea A este un nivel necritic al unei funcții pe W' (Teorema ), are o vecinătate în W' de forma M \I, unde A X( ) este identificat cu Lo (Exercițiul ) ) Definim maparea H spunând că în afara acestei vecinătăți este identică, iar în interiorul acestei vecinătăți este dată de formula H (p, t) = (F(p, - , - Vedem că H(p, ) = (F(p, ), ) - (p, ), deci definițiile mapării H în Mo X / și în afara Mo XI sunt consistente și împreună definesc o mapare continuă Mai mult, condițiile impuse lui F asigură că H este un homeomorfism Mai mult, H(p, ) = F(p, ) = g(p) Astfel, restricția lui H la LI coincide cu g De aici rezultă că harta HG este un homeomorfism al varietății W pe W', a cărei restricție la Lio este gg- *= harta identității Rezuma: Lema Fie φ și φ' rearanjamente ale varietății Mo care satisfac cele de mai sus A WALLACE conditii Atunci ff' conduc la același rezultat, iar între filmele care le realizează există un homeomorfism a cărui restricție la Mo este maparea identității Acum putem aplica acest lucru la o succesiune de rearanjamente Să fie, de exemplu, două permutări φi și φ aplicate succesiv varietății Mo, iar permutația φ[ transformă Mo în Mi, iar permutarea Φ transformă Mi în Af Să presupunem în continuare că φ este înlocuit cu o rearanjare φ' legată de φ' în același mod în care φ' este legat de φ în Lema Să notăm filmele care realizează rearanjamentele $ , ^ > prin ^ " ^ , respectiv Apoi succesiunea de rearanjamente φi, φg se realizează prin filmul W = W'i U Wz, iar succesiunea Фѵ ^' este o bandă W' - W'IUWr ' unde punctele Mi sunt identificate în fiecare unire Din Lema ; rezultă imediat că există un homeomorfism al filmului W pe W'; este chiar identic cu Aceeași metodă poate fi aplicată unei secvențe de orice număr de rearanjamente Exercițiul Fie S o sferă direct încorporată în Mo și fie B o vecinătate tubulară a sferei S reprezentată ca produs SX E e S, - câte un punct, iar B' este o vecinătate tubulară a sferei r, atunci permutările φ\ și Φ , în general, nu numai că nu pot fi interschimbate, dar nici nu are sens să vorbim despre aplicarea φ la varietatea A La urma urmei, se poate întâmpla ca sfera de pe colectorul A i, pe care această rearanjare trebuie să o contracteze, să nu corespundă cu nicio sferă de pe colectorul Mo și să apară numai după rearanjarea Fi (Ne vom ocupa de un exemplu de astfel de situație în Secțiunea ) Excepție este cazul menționat mai sus, când această sferă nu se intersectează cu sfera rezultată din rearanjarea lui phi - Aprox ed d) Dacă funcția f are un minim în punctul p de pe film (punctul critic al indicelui ), atunci tipul - trebuie să fie atribuit transformării colectorului de nivel Se compune din următoarele: § COLECTORELE BIDIMENSIONALE Să presupunem acum că M este o varietate netedă cu granița Lio U Lii realizând o secvență de rearanjamente care transformă A în Lii și să fie ordonată această secvență așa cum este descris în Teorema Rezultă apoi că există o funcție lină pe M care ia valori între și , este egală cu pe Mo, pe Lii și are doar un număr finit de puncte critice; toate sunt nedegenerate și au proprietatea că pentru două astfel de puncte Рі și Р , din faptul că indicele punctului Рі este mai mic decât indicele punctului Р , rezultă că f(pi) p Pe suprafața S se pot efectua q - p transformări succesive de tip , contractând cercurile care înconjoară mânerele sale q - p; ca urmare obținem suprafața Sp Dar, deoarece am presupus că Sp și SQ sunt homeomorfe, putem presupune că aceste rearanjamente au fost efectuate pe Dp și că SP a fost, de asemenea, obținut ca rezultat Repetarea acestor rearanjamente ar duce la o secvență arbitrar lungă de rearanjamente de tip aplicate lui Sp și lăsându-l conectat Acest lucru contrazice observația făcută mai sus, conform căreia fiecare varietate bidimensională orientabilă compactă încetează să fie conectată după un număr finit de rearanjamente de tip Prin urmare, Sp și S nu pot fi homeomorfe Exerciții Demonstrați că, dacă o perestroika de tip este reductibilă pe Sp, atunci rezultatul ei, dacă este conectată, este o suprafață S? cu q M, unde I este intervalul unitar pe axa reală, cum ar fi că f( ) = f (l) = x În caz contrar, se poate considera '/ ca o mapare a unui cerc A WALLACE în M, în care punctul selectat de pe cerc merge la punctul x Vom numi două astfel de bucle fug homotopice și vom scrie f ~ g dacă există o hartă continuă F: I % I M astfel încât F(s, O) = f(s) F(s, l) = g-(s) pentru toate sg/, F( , t) = F(\, f) - x pentru toate tel Din punct de vedere geometric, aceasta înseamnă că F mapează pătratul la M astfel încât partea inferioară este mapată la f, partea superioară la g și laturile la x Intuitiv, aceasta înseamnă că dacă luăm în considerare t ca timp, atunci pe parcursul unui interval de timp unitar calea f este deformată continuu în g Se dovedește că relația ~ între căi închise este o relație de echivalență, și astfel mulțimea buclelor de la x poate fi împărțită în clase de echivalență Clasa care conține f se numește clasa de homotopie a căii închise (bucla) f Setul de clase de homotopie de bucle la un punct x pe M va fi notat cu rDM, x) În acest set, se poate introduce o structură algebrică după cum urmează Având în vedere două bucle f și g la x, definim fg~h ca fiind calea care ar rezulta dacă am parcurge mai întâi f și apoi g Această cale este dată de formule h(s) = f( s), h(s) = g( s - ), Atunci se poate arăta că dacă f ~ f' și g ~ g', atunci fg ~ f'g' Prin urmare, notând clasa de homotopie a lui f cu J și notând în mod similar clasele de homotopie ale căilor rămase, putem defini produsul claselor de homotopie prin setare îg = fg- § URMĂTORII PASI Partea dreaptă aici depinde numai de clasele de homotopie ale căilor f și g și nu de căile particulare fug pe care le reprezintă aceste clase Se poate arăta (vezi [ ]) că această înmulțire este o operație de grup, pentru care unitatea va fi clasa unui drum constant - calea care duce întregul segment I până la punctul x și se obține elementul invers dacă drumul este parcurs în sens invers Astfel Πi(A , x) se transformă într-un grup - acesta este grupul fundamental al varietății M ) Toate acestea se pot face pentru orice spațiu topologic Totuși, dacă M este o varietate compactă netedă, atunci se poate demonstra că grupul li(M, x) are un număr finit de generatoare Mai mult, dacă dimensiunea varietății Af este mai mare decât , atunci considerațiile despre reducerea la poziția generală (§ ) arată că fiecare clasă de homotopie conține întotdeauna o cale f, care este o încorporare lină a cercului în M Dacă M este orientabil, acest cerc va fi încorporat direct (Definiția ) Să presupunem acum că M este o varietate netedă orientabilă de dimensiune mai mare decât și fie x[, x , ăr să fie generatoare ale grupului li(M, x) După cum am spus deja, calea ăr poate fi reprezentată de cercul ar, care este direct încorporat în M Să realizăm o transformare de tip care contractează cercul ar, transformând varietatea M în M' În linii mari, efectul acestei rearanjari este că încorporăm un cerc în varietate, a cărui limită este cercul a Prin urmare, se dovedește că în M' calea ar este omotopică la o constantă Cu alte cuvinte, clasa de homotopie ăr devine clasa de identitate Totuși, după cum se poate arăta, trecerea de la M la M' nu afectează celelalte generatoare â], ă , , care poate fi considerată ca o copie deplasată a sferei ° Dar ° este limita unei celule unidimensionale E din M Alegem această celulă astfel încât să intersecteze granița vecinătății B din mulțimea ° X {/?}■ Apoi putem elimina din B partea sa aflată în vecinătatea B, iar celula rezultată Bo va avea ca limită setul ° X {/?} Pentru a obține torul M' lipim pe M \ B mânerul B X S Pe acest mâner există un segment, ale cărui capete leagă capetele segmentului Bo, formând astfel un cerc S pe tor Este clar că făcând o rearanjare a torului φ' care este de tip și contractează acest cerc, ne întoarcem la o sferă Explorând acest proces mai detaliat, puteți extrage informații suplimentare Am văzut deja că filmul care realizează transformarea φ este un tor solid, din interiorul căruia este tăiată o bilă, iar limita bilei este M, iar limita exterioară a torului este M' (Exemplul ) Suprafețele de nivel ale funcției asociate cu această rearanjare (vezi Teorema ) încep de la M și continuă să fie sfere bidimensionale până când ajungem la nivelul critic Acest nivel este un tor pe care un cerc este contractat la un punct Suprafețele de nivel care urmează nivelului critic sunt toate tori Se poate observa că atunci când parcurgem nivelurile, începând de la M, pe fiecare dintre ele apare segmentul B până când capetele sale se conectează la nivelul critic, formând un cerc S Acest cerc este deja păstrat la toate nivelurile ulterioare Să construim acum un film realizând două perestroika, dintre care φ este realizat mai întâi și apoi φ' Pentru a face acest lucru, lipiți A WALLACE filmul realizând rearanjarea φ' la filmul realizând φ pe care îl avem deja Pe filmul care este lipit, nivelurile care preced nivelul critic pot fi gândite ca o familie în expansiune de tori - toate conțin în sine un tor solid, care este un film al φ de restructurare, iar nivelurile mai apropiate de cel critic închide niveluri mai departe de el Cercul S , care poate fi imaginat ca situat pe "gâtul" torului, scade pe măsură ce se apropie de nivelul critic și, în final, se contractă până la punctul critic: am ajuns la nivelul critic, care arată ca o sferă cu poli atras de centru Dincolo de nivelul critic, suprafețele de nivel devin sfere Prin urmare, filmul care realizează rearanjamentele φ și φ' este o sferă cu o cavitate sferică în interior Este interesant aici că acest film are de fapt sub formă de filme posibile - produsul lui M XI- Circumstanța esențială în acest exemplu este că sfera Sr contractată de prima rearanjare este limita celulei Eo+I în M, iar această celulă este închisă în procesul de rearanjare, formând o sferă Sr+ direct încorporată în M' A doua rearanjare φ' contractează această sferă Acum vom arăta că ori de câte ori această condiție este îndeplinită, succesiunea de rearanjamente φ, φ' se realizează prin produsul M X/ )- *) Pe scurt, această afirmație poate fi formulată astfel: dacă rearanjamentele φ și Φ' efectuate succesiv sunt astfel încât Φ' contractează sfera SΓ+ , care intersectează sfera SΓ Γ exact într-un punct, care ia naștere sub rearanjarea φ , iar sferele sunt în poziție generală ("intersecție transversală" în terminologia lui Milnor, p ), atunci filmul care realizează φ și φ' este difeomorf cu celula MXA £o+I, iar discuția lui Wallace din următoarele două paragrafe este trebuia să-l rezolve PAȘI URMĂTORI Deci, să fie r o sferă direct încorporată într-o varietate M și să presupunem că r este limita unei celule £o+I> înglobată homeomorf și lin în M Vom face o intervenție chirurgicală care contractă sfera Sr care să satisfacă acest lucru condiție suplimentară Sfera Sr are o vecinătate tubulară B în M cu structura produsului: B are forma Sr X Bn~m, iar limita lui B este ST X Sn~r~l cum poate apărea o astfel de situație (acest lucru este necesar atât pentru dovedirea declarației formulate, cât și pentru aplicarea acesteia) Strict vorbind, Wallace nu dovedește afirmația afirmată, deoarece în raționamentul următor nu se acordă atenție netezirii (Apropo, "celulele" acum, de regulă, nu vor fi difeomorfe cu o minge, ci doar homeomorfe din cauza "unghiurilor" de la marginile lor ) Neatenția la netezime "se răzbună" într-un mod destul de neașteptat: nu numai că nu există un diferențeomorfism între film și M XI (acest lucru este de înțeles), dar există și dificultăți în construirea unui homeomorfism (vezi nota de subsol următoare) Cu toate acestea, citirea următoarelor pagini este foarte utilă, deoarece oferă o imagine geometrică clară a modului în care rearanjamentele φ și φ' "se anulează reciproc" (Poate că întreaga carte a fost scrisă tocmai de dragul acestor pagini! Trebuie doar să fie clar ce se dovedește aici și ce se spune doar ) Probabil cititorului i se va părea plauzibil că conținutul lor poate fi "corectat" luând grijă de netezime și, în final, obțineți o dovadă a difeomorfismului Acest lucru se poate face într-adevăr, dar este destul de greoaie (mai greoaie decât corecția analogă din § ) O dovadă completă poate fi găsită în cartea lui Milnor [ *] (Teorema ) și ocupă pagini, deși Milnor argumentează nu în termeni de operații geometrice vizuale (să aruncăm, lipim ), ci într-un limbaj de funcții și câmpuri vectoriale Am schimbat puțin textul acestei secțiuni, sperând să-l fac mai clar Principala schimbare este că am inserat trei paragrafe, unde, dacă pot să spun așa, este rezumată expunerea dramei viitoare - încă o dată toate acele decoruri din M și M' care vor participa la construcții ulterioare și reciproce aranjament sunt menționate În sfârșit, vă atrag atenția asupra faptului că la trecerea de la o funcție cu mai multe minime la o funcție cu un minim (Lema ), există de fapt o reducere a rearanjamentelor de tipul - și Acest exemplu, ca și cel cu care începe această secțiune, este util de analizat în lumina construcțiilor ulterioare - Aprox ed A WALLACE Să presupunem că celula £o+ poate fi reglată printr-o mică perturbaţie astfel încât intersecţia ei cu limita vecinătăţii B să aibă forma ST X {p}, unde p este un punct pe Sn~r~l Acum va fi mai convenabil pentru noi să presupunem că celula £o+ este conținută în M \ B; atunci limita sa, sfera rX(p)-Lsprm, se află pe granița comună a lui B și M \ B Fie M' rezultatul transformării lui M prin rearanjarea lui φ Pentru a construi M', adăugăm Er+i X Sn r la M\B și identificăm în mod corespunzător punctele de limită În special, celulele Er+l X {p} și £o+ sunt lipite împreună de-a lungul limitelor lor, formând o sferă Sr+ în M' Să presupunem că condiția suplimentară este satisfăcută: sfera S' ' este direct încorporată în M' Se poate arăta că acesta va fi cazul dacă reprezentarea directă a produsului B în construcția lui φ îndeplinește anumite condiții, dar nu vom discuta aici Desigur, condiția "Sr+ este încorporat direct în M'" nu se va menține automat în toate cazurile posibile Nu este valabil, de exemplu, pentru o perestroika de tip pe o sferă care nu păstrează orientarea Astfel, presupunând că sfera Sr+l este înglobată direct în M', considerăm vecinătatea sa tubulară B' reprezentată ca un produs și fie φ' perestroika corespunzătoare de tip r + contractând sfera r+ Rețineți că dacă descompunem n r~* în unirea a două celule E"~r~ și Er~r~\ prima dintre care conține punctul p, atunci B' poate fi reprezentat ca unirea vecinătății Er+* X E "~r~ a celulei Er+l X {p} în £r+ X P~G I și o vecinătate a celulei £o+ în M \ B Această din urmă vecinătate este ea însăși un n-dimensional celula Ed Până acum, nu ne-am gândit cum ka oarecare sferă definită în LG, dar mai târziu va fi convenabil, după ce am fixat un punct q în interiorul celulei £r+ , să vorbim despre sfera {q} X "~r cz cz M' ca o tehnică a sferei atunci când factorul este considerat a fi încorporat în prod direct § URMĂTORII PASI conducând, de exemplu, axa x către planul (x, y) Alegerea concretă a lui q este indiferentă în acest caz ) Atunci se va putea spune că rearanjarea inversă lui φ contractează sfera Sn r (mai detaliat: îndepărtează din M' vecinătatea Er+l X Sn~r~l) a acestei sfere si in schimb "paste" B - Sr\ En~m) Să notăm un fel de simetrie între perestroika φ' și perestroika inversă φ: sferele Sr+ și Sn r ale varietatii M' contractate de ele au exact un punct comun ( Amintiți-vă, de asemenea, că există o anumită simetrie între rearanjarea ' și rearanjarea inversului lui ; asta s-a discutat deja Încă un set de puncte, pe care acum îl adăugăm la E U E', se află în filmul care realizează și joacă același rol în ceea ce privește rearanjarea inversă celui pe care îl joacă setul EoX^, pe care l-am adăugat deja, în raport cu rearanjare φ Și anume, adăugăm un set de forma ЕІХІ > unde § URMĂTORII PASI E'i este vecinătatea deja amintită a celulei Ez~r~l (a doua jumătate a sferei Sn-ri) în M'\B' În acest caz, punctele limită sunt din nou identificate astfel încât rezultatul să fie o celulă (n - )-dimensională Să notăm cu E" (n - ) celulă dimensională obținută prin adăugarea la E U E' a celor două seturi tocmai descrise și să vedem ce rămâne din pelicula realizând rearanjamentele φ și ^>' după îndepărtarea lui E" Ceea ce rămâne din filmul care realizează φ este produsul (M\ B) XI, din care setul EoYJ a fost omis Rezultatul are forma NX A unde N = M \ B \ Eo Rețineți că MHS este complementul în LI' la vecinătățile sferelor și sr+i În mod similar, complementul la E" în filmul care realizează φ' are forma N' X! Astfel, complementul la E" în filmul general al perestroikas φ, φ' are forma , și anume celulele B U Eo în varietatea originală M și o mulțime similară pe varietatea obținută ca urmare a rearanjamentelor succesive φ și φ' Această structură de produs poate fi extinsă la o structură pe întreaga celulă E", care apare apoi ca produs al segmentului I" pe un n -celulă dimensională, iar dacă acum combinăm acest E", reprezentat ca produs, cu produsul NX I", atunci rezultă că filmul care realizează succesiunea de rearanjamente φ, φ' este reprezentat ca un produs M X I" în special, aceasta înseamnă că rearanjamentele succesive φ și φ' dau transformarea identitară a varietății M Dacă permutațiile φφ' sunt legate așa cum este descris mai sus, atunci vom spune că permutația φ' compensează permutația φ Rezumând rezultatele noastre, putem spune că, dacă restructurarea este efectuată în mod consecvent și compensând-o, A WALLACE permutație, varietatea M nu se modifică, iar filmul care realizează aceste două permutări are forma M)(I Aplicație la varietăți tridimensionale Un corolar interesant rezultă din rezultatul secțiunii precedente privind structura unei -variete orientabile Mai întâi, rețineți că, în general, dacă φ este o intervenție chirurgicală sferică de tip r pe M care satisface condiția din secțiunea anterioară, atunci φ transformă M în M', iar φ' compensator transformă M' înapoi în M Dar aceasta înseamnă că rearanjarea inversă lui φ', transformă M în M', iar tipul acestei transformări este egal cu n - r - Cu alte cuvinte, dacă varietatea M a devenit M' ca urmare a unei transformări de tip r care satisface condiția din secțiunea anterioară, atunci M poate fi transformat și în M' de către o perestroika de tip n - r - Fie acum M o varietate tridimensională compactă orientabilă (conectată și fără graniță) Există o teoremă *) care afirmă că fiecare astfel de varietate este granița unei varietăți cu patru dimensiuni orientabile (vezi [ ]) Putem elimina o celulă cu patru dimensiuni din această varietate cu patru dimensiuni; se obține o varietate a cărei graniță este uniunea disjunctă a varietății M și a sferei tridimensionale Prin urmare (Teorema ), se poate obține M dintr-o sferă prin intermediul unui număr finit de perestroika sferice, iar toate perestroikele de tipurile și vor păstra orientarea* ) Fiecare perestroika orientabilă ') Mai întâi dovedit de V A Rokhlin - Aprox ed ) În acest caz, rearanjarea Φ', inversul rearanjamentului de tip Φ, este o rearanjare de tip , și spunem că Φ păstrează orientarea dacă Φ' păstrează orientarea Păstrarea orientării sub toate rearanjamentele rezultă din faptul că în acest caz este posibil să se orienteze "consecvent" toate varietățile nivelului funcției corespunzătoare rearanjarii Pentru a face acest lucru, trebuie să folosim orientarea filmului și faptul că pentru oricare dintre punctele sale necritice din spațiul tangent la film există o rază distinctă perpendiculară pe varietatea de nivel și îndreptată în direcția funcției de creștere - Aprox ed § URMĂTORII PASI de tipul satisface cu siguranță condiția din secțiunea anterioară, deoarece sfera ° contractată printr-o astfel de rearanjare este limita celulei E', iar capetele acestei celule sunt conectate în timpul rearanjarii, formând un cerc încorporat direct Prin urmare, urmând observația făcută mai sus, putem înlocui fiecare permutație de tip pe calea de la S la M cu o permutare de tip Permutațiile de tip sunt inversul permutațiilor de tip , deci pot fi înlocuite și cu permutații de tip (în acest caz, permutarea inversă rearanjare a tipului are și tipul ) În consecință, varietatea dată M este obținută din sfera tridimensională de un număr finit de perestroika de tip Descriind în mod explicit acțiunea de rearanjare de tip , ajungem la următoarea teoremă*): Teorema O varietate tridimensională compactă orientabilă (conectată și fără graniță) poate fi obținută dintr-o sferă tridimensională prin decuparea unui număr finit de tori solide neintersectate (mulțimi de forma SiyE) din aceasta și umplerea cavităților rezultate cu noi tori solidi, identificând limitele într-un mod adecvat Rețineți că limita fiecărei cavități are forma S X S și există de fapt un număr infinit de moduri de a o identifica cu limita unui tor solid; de aceea există un număr infinit de construcţii diferite de acest fel Cu toate acestea, nu este ușor să decideți când două astfel de construcții diferite vor duce la același rezultat Acest lucru ar necesita în primul rând o soluție a problemei Poincaré Conjectura lui Poincaré este că orice -varietate orientabilă pe care orice cerc poate fi contractat într-un punct este de fapt o -sferă Nu a fost dovedit sau infirmat *) Aparținând lui Dehn, care a demonstrat-o diferit (aceasta a fost cu mult înainte de apariția teoremei lui Rokhlin) - Aprox ed Dedicat lui Heinz Hopf J MILNOR Topologia din punct de vedere diferential CUVÂNT ÎNAINTE Aceste prelegeri au fost susţinute în decembrie la Universitatea din Virginia cu sprijinul Page-Barbour Lecture Fund ) Ele prezintă unele dintre subiectele din secțiunile inițiale ale topologiei, centrate în jurul definiției gradului de cartografiere introdusă de Brouwer în Metodele utilizate, totuși, sunt metode de topologie diferențială, nu metode combinatorii ale lui Brouwer Noțiunea de valoare regulată și teorema lui Sard și Brown, care afirmă că fiecare mapare lină are valori regulate, joacă un rol central Pentru a simplifica prezentarea, se presupune că toate varietățile sunt diferențiabile la infinit și încorporate explicit într-un spațiu euclidian Se presupune că informațiile inițiale din topologia teoretică a mulțimilor și teoria funcțiilor unei variabile reale sunt cunoscute și utilizate fără dovezi Aș dori să-mi exprim recunoștința lui David Weaver, a cărui moarte prematură ne-a întristat pe toți Scrierea sa excelentă a făcut posibilă această carte J Milnor Princeton, New Jersey ') Ediția americană raportează câteva informații despre acest fond: poartă numele fondatorilor săi și este destinat serii de prelegeri la Universitatea din Virginia de personalități eminente din orice ramură a științei - Aprox ed § COLECTORELE NETEȘI ȘI HARTĂRI NETEDE Mai întâi, să explicăm câteva notații și termeni: Rh reprezintă spațiul euclidian ^-dimensional; astfel punctul x e Rh este mulțimea de k numere reale x = (x , xk) Fie U C Rh și Y C R mulțimi deschise O mapare f a unei mulțimi U în V (vom scrie f- UV) se numește netedă dacă toate derivatele parțiale dnfldxii dxip există și sunt continue Mai general, fie X c ± Rh și Y c R submulțimi arbitrare de spații euclidiene O mapare f: XY se spune a fi netedă dacă pentru orice punct x X există o mulțime deschisă UcRh care conține x și o mapare netedă F: U-^-R care coincide cu f pe U ∩ X') Rețineți că dacă hărțile f: X -> Y și g: Y -> Z sunt netede, atunci compoziția g°f: X -> Z este de asemenea o hartă netedă Maparea identității unui set arbitrar X este automat lină Definiție O mapare f: X -> Y se numește difeomorfism dacă f este homeomorf ) ■) Definiția lui Milnor a conceptului "o funcție netedă pe un subset al spațiului euclidian" pare la prima vedere a fi mai largă decât cea a lui Wallace (definițiile , ), dar cu ajutorul unei partiții adecvate a unității ([ ], p , teorema ) se poate demonstra echivalența lor Cu toate acestea, acest lucru nu este important pentru ceea ce urmează - Aprox ed ) O mapare f: X -> Y se numește homeomorfism al mulțimilor X și Y dacă f(X) = Y, maparea f este unu-la-unu și atât f cât și maparea sa inversă sunt continue - Aprox ed J MILNOR mapează X la Y și ambele mapări f și f sunt netede ') Putem caracteriza în general subiectul topologiei diferențiale spunând că studiază acele proprietăți ale mulțimii X a: Rk care sunt invariante sub difeomorfisme Totuși, nu dorim să luăm în considerare mulțimile X complet arbitrare Următoarea definiție evidențiază o clasă deosebit de interesantă și utilă Definiţie* ) O submulțime M c: Rh se numește o varietate netedă de dimensiunea m (sau o varietate netedă m-dimensională) dacă pentru fiecare punct xe A există o vecinătate Wf) M care este difeomorfă cu o submulțime deschisă U a spațiului euclidian Rm Orice difeomorfism dat g: U -♦ W f) M se numește o parametrizare a domeniului W ∩ M (Difereomorfismul invers W (] M -> U se numește sistem de coordonate pe W {] M ) Uneori trebuie să luăm în considerare varietăți de dimensiune zero Prin definiție, M este o varietate zero-dimensională dacă fiecare punct x ∈ M are o vecinătate W PM constând numai din el însuși Exemple Sfera unitate S , formată din toate punctele (x, y, z) eR care îndeplinesc condiția x + y - = , este o varietate netedă de dimensiunea Într-adevăr, difeomorfismul (x, y) -> (x, y, V - x - y ) pentru x - y pe S Prin inversarea rolurilor lui x, y, z și schimbarea semnelor variabilelor, obținem parametrizări similare ale regiunilor x > , y > , x V derivata dfx: Rk->Rl este determinat de formula dfx(h) = Iimf(x + ^-f(xh t->o unde х ∈ О , Л ∈ Rk Este clar că dfx(h) este o funcție liniară a lui h (De fapt, dfx este o astfel de mapare liniară care corespunde matricei (dfi/dXj)x de ordinul ZX, compusă din primele derivate parțiale calculate la punctul x ) § I COLECTORILE NETEZE ȘI HARTĂRI LISATE Observăm două proprietăți principale ale operației de diferențiere: (derivată a unei funcții complexe sau a unei reguli de lanț) Dacă f: U -> V și g: V -> W sunt mapări netede și f(x) = y, atunci d(g°f)x = dgg°dfx Cu alte cuvinte, fiecare triunghi comutativ ) de mapări netede V g o f unde U, V și W sunt submulțimi deschise ale spațiilor vectoriale Rh, R și Rm, corespunde triunghiului comutativ al mapărilor liniare R \ ry h rt A d (g°f)x L ') Să fie o diagramă formată din vârfuri și săgeți care le conectează, iar fiecare vârf este asociat cu o anumită mulțime, iar fiecare săgeată care leagă două vârfuri este asociată cu o mapare a mulțimilor corespunzătoare De exemplu, O diagramă se numește comutativă dacă, ori de câte ori este posibil să treceți de la unul dintre vârfurile sale la altul pe două căi diferite, deplasându-se tot timpul de-a lungul săgeților, compozițiile mapărilor corespunzătoare coincid în ordinea corespunzătoare (mapările corespunzătoare prima săgeată a căii acţionează prima etc ) De exemplu, comutativitatea diagramei de mai sus înseamnă că hogof = k, i = j'h (din care rezultă deja / k \u d g ° g ° f \u d h "gof) •- Aprox ed J MILNOR Dacă I este maparea de identitate a mulțimii U, atunci dlx este maparea de identitate a spațiului Rk Mai general, dacă Uc UJ sunt seturi deschise și i: U-+U' este o mapare de încorporare*), atunci dix este și maparea identității spațiului Rh Rețineți și următoarele: Dacă L- Rh-+Rl este o mapare liniară, atunci dLx-L Ca o simplă consecință a acestor două proprietăți, avem următoarea afirmație Afirmație Dacă f este un difeomorfism al unei mulțimi deschise U R este nedegenerată, atunci f mapează orice mulțime deschisă suficient de mică U' care conține x pe mulțimea deschisă f(U') difeomorf ') Adica o mapare care asociaza un punct x e U cu acelasi punct, considerat ca un element al multimii U' - Aprox ed § I COLECTORILE NETEZE ȘI CARTOGRĂRI NETEDE Ș (Vezi Apostol [ , p ] sau Dieudonné [ , p ] ) Rețineți că f ca un întreg poate să nu fie unu-la-unu, chiar dacă derivata dfx este nedegenerată pentru tot x (Un exemplu instructiv este dat prin maparea -" exp z a planului complex în sine ) Definim acum spațiul tangent TMX pentru o varietate netedă arbitrară Μ C Rh Să alegem parametrizarea g: U -> McR* vecinătatea g(U) a unui punct x pe M, g(u) = x Aici V este un subset deschis al lui Rm Dacă considerăm g ca o mapare a mulțimii U în Rh, atunci derivata va fi definită dgu' Rm-+Rk Setăm TMX egal cu imaginea lui dgu(Rm) (vezi Fig I) Trebuie să dovedim că această construcție nu depinde de alegerea -parametrizării lui g Fie h: V -*• -" M și Rk o altă parametrizare a vecinătății h(V) a punctului x de pe AV, și fie o = A~ (x) Apoi h~lj>g mapează diferit o vecinătate Ui a punctului u pe o vecinătate Vt a punctului ѵ Diagrama comutativă a mapărilor netede ale mulțimilor deschise presupune o diagramă comutativă a mapărilor de linii eu* gp -> rt R J MILNOR de unde rezultă imediat că lm(dgu) = lm(dhv) Astfel, TMH este definit corect Acum vom demonstra că TMX este un spațiu vectorial n-dimensional Având în vedere netezimea afișajului gh g(U)->U se poate alege o mulțime deschisă W care conține x și o hartă netedă F: W -► Rm care coincide cu g- pe Setarea Uo = g~l(W ∩ g(U)), obținem o diagramă comutativă t r încorporarea pgp și o > k și diagrama comutativă asociată Din ultima diagramă rezultă evident că rangul dgu-ului de cartografiere este nr Prin urmare, dimensiunea imaginii sale TMH este egală cu ng Fie M c Rk și N c R două varietăți netede și f: M->N este o mapare lină și f(x) este y Definim acum derivata după cum urmează dfx-TMx-+TNy Deoarece f este o hartă netedă, există o mulțime deschisă W care conține punctul x și un neted § I COLECTORILE NETEZE ȘI HARTĂRI NETEDE unele mapări F: W -► R care coincid cu f pe W C \ M Definim dfx(v) = dFx(v) pentru toate (=TMX Pentru a justifica corectitudinea acestei definiții, este necesar să se demonstreze că dFx(v) aparține spațiului TNy și nu depinde de alegerea specifică a mapării F Mai întâi alegem parametrizările g- U -> M Ne Rl ale vecinătăților g(V) și respectiv h(V) ale punctelor xnu Reducând U dacă este necesar, putem presupune că g(U) cz W și că f mapează g(U) la h(V)~ Astfel, harta netedă este bine definită h'^ ceaţă: U-+V Luați în considerare diagrama comutativă a mapărilor netede ale mulțimilor deschise W > R A * g| R Și Trecând la derivate, obținem o diagramă comutativă a mapărilor liniare Rk >Rt unde u = g~'(x), v = h~'(y) Din această diagramă rezultă imediat că dFx traduce TMX = Im(dgu) în TNV = \m(dhv) De asemenea, maparea dfx nu depinde de alegerea particulară a mapării F, deoarece putem obține aceeași mapare liniară ocolind baza acestei diagrame, și anume: dfx = dh °d (h~l °f°g)u° (dg^ Aceasta dovedește corectitudinea definiției derivatei JJ; MILNOR Ca mai sus, operația de diferențiere are două proprietăți principale: (regula lanțului) Dacă f: M->N și g: N->P sunt mapări netede și f(x) = y, atunci d(g°f)x = dgl/'>dfx Dacă I este maparea de identitate a varietatii M, atunci dlx este maparea de identitate a spațiului tangent TMX Mai general, dacă M N prin intermediul mapării de încorporare i, atunci TMX Ș TNy prin intermediul mapării de încorporare dix (vezi Fig ) Dovezile acestor proprietăți sunt evidente Ca și înainte, aceste două proprietăți dau următoarele Afirmație Dacă f: M -► N este un difeomorfism, atunci dfx: TMx -+TNy este un izomorfism al spațiilor vectoriale În special, dimensiunea colectorului M trebuie să fie egală cu dimensiunea colectorului AP) ') Este util să țineți cont de faptul că cartografierea netedă varietăți McRk și N C R este netedă dacă și numai dacă reprezentările sale în coordonate locale sunt netede; acesta din urmă înseamnă că dacă g: U -> M și h: V -> N sunt două parametrizări, cu f °g(U) și h(V), atunci harta U -> V este netedă Într-adevăr, demonstrând corectitudinea definiției derivatei, Milnor notează în trecere că harta A °/°£ este netedă pentru smooth f În schimb, să se știe că maparea reprezentărilor în local coordonatele sunt netede Pentru xe A trebuie să indicăm o vecinătate W în Rh și o mapare netedă φ: W -> R astfel încât φ| W P M = f IW P M După definiția unei parametrizări, există o vecinătate W s x și o mapare netedă φ: w -► R(tm) astfel încât φ| W P M - g-'| W P M Putem presupune că φ( Γ) (J-Ș+ g(U)-U h (V) V -+ Rl P P M-i>N e lesne de inteles ca pentru f poti lua compozitia /! ° (L'io/°£)°f; netezimea sa rezultă din netezimea hărților φ, d °f°g și h De obicei, netezimea unei mapări de la o varietate netedă la alta este definită exact ca netezimea reprezentării unei mapări date în coordonate locale De fapt, Milnor folosește și această definiție - Aprox ed § I COLECTORILE NETEZE ȘI HARTĂRI NETEDE Valori regulate Fie f: M -► N o mapare lină a varietăților de aceeași dimensiune ) Numim un punct x e M regulat dacă diferenţialul dfx este nedegenerat Din teorema funcției inverse rezultă că, în acest caz, f mapează o vecinătate a punctului x N se numește valoare regulată dacă f~}(y) constă numai de puncte regulate (în special , dacă f~l(y) este gol) Dacă diferența dfx este degenerată, atunci x se numește punct critic al lui f, iar imaginea sa f(x) se numește valoare critică Astfel, orice punct y ? X cz£ de la "polul nord" ( , , ) al sferei S (vezi Fig ) Vom identifica R X cu planul numerelor complexe Orez Proiecție stereografică Aplicarea polinomială P a planului R X în sine corespunde maparii f a sferei S în sine, unde ■f (x) -h+'° P° h+(x) pentru x # = ( , , ), f( , , ) = ( , , ) Este bine cunoscut faptul că harta rezultată f este netedă, chiar și în vecinătatea "polului nord" Pentru a verifica acest lucru, introducem proiecția stereografică A de la "polul sud" ( , , - ) și setăm Q (z) - /r o f o h~' (z) Din geometria elementară rezultă că h+ o hZl (z) = z/| zp = /z § TEOREMA SARDULUI ŞI MARONULUI Dacă P(r) = aign + d "- + + an, a = u = , atunci un calcul rapid arată că Q (z) = zn/{ă + ăiz + + ânzn) Prin urmare, maparea Q este netedă într-o vecinătate a punctului , deci maparea f = h~l ° Q o h este netedă într-o vecinătate a punctului ( , , ) Acum observăm că f are doar un număr finit de puncte critice, deoarece P nu este un difeomorfism local doar la rădăcinile derivatei lui P W^a^jz - și, deoarece P' nu este identic zero, are doar o număr finit de rădăcini Mulțimea valorilor regulate ale mapării f este conectată (deoarece este o sferă din care a fost trasat un set finit de puncte) În consecință, funcția constantă local M (y) trebuie să fie constantă pe această mulțime Din moment ce nu poate fi zero peste tot, atunci acest număr nu este zero nicăieri Deci, f este o mapare "on", iar polinomul P trebuie să aibă o rădăcină § TEOREMA SARDULUI ŞI MARONULUI În cazul general, nu se poate, desigur, spera că setul de valori critice ale unei cartografii netede se va dovedi finit Dar totuși, această mulțime este mică în sensul indicat în următoarea teoremă, care, în urma unei lucrări anterioare a lui A P Morse, a fost demonstrată de Sard în (vezi [ ], [ ]) Teorema Fie f: U -> Rn o mapare netedă definită pe un set deschis U cu Rm, și C = {x^U \ rankdfx se poate acoperi [(C)' cu cuburi n-dimensionale al căror volum total este mai mic decât e ) Acest lucru a fost dovedit de Brown în Acest rezultat a fost "redescoperit de Dubovitsky în și Thom în (vezi [ ], % [ ]) J MILNOR Deoarece o mulțime de măsură zero nu poate conține în interiorul său o mulțime deschisă nevid, complementul f(C) trebuie să fie peste tot dens în Rn Această teoremă va fi demonstrată în § Este esenţială pentru demonstrarea că f are un număr mare de derivate (vezi Whitney [ ]) ) Ne va interesa mai ales cazul m > n Dacă m TNf(X) are rang mai mic decât n (adică dfx nu este o hartă "la") Atunci C se va numi mulțimea punctelor critice, f(C) mulțimea valorilor critice, iar complementul N\f(C) mulțimea valorilor regulate ale mapării f (aceasta este în acord cu definițiile noastre anterioare din cazul m = n) ) Deoarece M poate fi acoperit de o mulțime numărabilă >) Clasa necesară de netezime este următoarea: f e Ch, unde ("") k - verificați ( , m - n) + În această formă, teorema a fost demonstrată de Sard și Dubovitsky Dovada este disponibilă, de exemplu, în [ ] Whitney [ ] și D E Men'shov au arătat că ipotezele de netezime nu pot fi slăbite: există o funcție de clasa Cm l cu f(C) = R în Rm: pentru n mare ) Dacă, pe de altă parte, presupunem netezime mai mare decât în (*), atunci, după cum s-a dovedit în lucrările ulterioare ale lui Sard și Dubovitsky, afirmația despre "micitatea" lui /(C) poate fi oarecum întărită: în funcție de m , n și de clasa de netezime f, aceasta "micitatea" poate fi caracterizată în termenii așa-numitelor măsuri Hausdorff r-dimensionale Cu toate acestea, în scopuri pur topologice, toate aceste subtilități nu sunt necesare - Aprox ed ) În cele din urmă, un punct x e M este regulat dacă rangul dj* = n în acest moment, trebuie avertizat că mulți autori folosesc § TEOREMA SARDULUI ŞI MARONULUI vecinătăți, fiecare dintre ele difeomorfe la o submulțime deschisă de Rm, atunci avem Consecință (Maro) Setul de valori regulate ale unei mapări netede f; M -+ N este peste tot dens în N Pentru a folosi această observație, avem nevoie de următoarele Lema Dacă f: M -► N este o mapare lină a unei varietăți de dimensiune m într-o varietate de dimensiune n și y ^ N este o valoare regulată a mapării f, atunci mulțimea f~'(y)c :M este o varietate netedă de dimensiunea n - n' ) Dovada Lasă Deoarece y este o valoare obișnuită, atunci diferența dfx trebuie să mapați TMX la TMU Prin urmare, nucleul cz cz TMX al mapării va fi un spațiu vectorial (m - n)-dimensional Fie M C Rh Să alegem o hartă liniară L: Rk -" Rm~n, care este nedegenerată pe subspațiul cz TMX c: Rh Să definim F: M->NXR'"~n ca F(g) - (f(g), L(D) Diferenţialul dFx este dat în mod evident de formula dFx(v) = (dfx(v), L(u)) Prin urmare, este nedegenerat În consecință, F mapează difeomorf o vecinătate U a punctului x pe o vecinătate V a punctului (y, L(x)) Rețineți că sub maparea F mulțimea este imaginea inversă a hiperplanului y X Rm~n Mai mult, F mapează difeomorf f~x(y)(^ U pe (y X Rm~n) Π V ei folosesc acest termen într-un alt sens, numind regulate acele puncte în care rangul dfx = min(n, n); atunci, firește, chiar și pentru m R, f(x) = x l + + Orice y este o valoare regulată, iar varietatea netedă / ( ) este sfera unității Dacă M' este o varietate conținută în M, atunci, așa cum sa menționat deja, TMx este un subspațiu al spațiului TMX pentru x > M' Apoi complementul ortogonal al subspațiului TM'X în TMX va fi un spațiu vectorial (n - - n')-dimensional, care se numește spațiul vectorilor (din) M normali la M' în punctul x În special, fie M'±=?~*(y), unde y este valoarea regulată a mapării f: M -* N Lema Nucleul derivatei dfx: TMX->TNV coincide exact cu spatiul tangent TM'xa:TMx al subvarietii M' = f~l(y) În consecință, dfx mapează izomorf complementul ortogonal al lui TM'x pe TNy Dovada Din diagramă M'-+M Y - + N vedem că dfx duce subspațiul TM'x , este o varietate netedă cu graniţa egală cu Sm~l Considerăm acum o mapare lină f: X -> N a unei varietăți m-dimensionale cu graniță într-o varietate n-dimensională, unde m > n Lema Dacă y e N este o valoare regulată atât pentru f, cât și pentru f | dX, atunci f~l(y) C X este o varietate netedă (n - n)-dimensională cu graniță În plus, muchia d(f~l(y)) este exact egală cu f~l(y) P dX Dovada Deoarece trebuie să dovedim o proprietate locală, este suficient să luăm în considerare doar un caz special - maparea f: Hm - + Rn, pentru care y R desemnează proiecția pe axa de coordonate A(A], , X/n) = xm Pretindem că este o valoare regulată pentru l Într-adevăr, spațiul tangent la g~'(y) în punctul xl ( ) coincide cu n"oom al derivatei dgx~dfx: Rm-rRn, § TEOREMA SARDULUI ŞI MARONULUI iar ipoteza că restricția f|dX, adică (în cazul particular luat în considerare) f\dHm, este regulată în punctul x, garantează că acest spațiu nu poate fi cuprins în întregime în Rm~l X Prin urmare, mulțimea g ~l ( y) P Nt - (y) P I, constând dintre toate astfel de xeg-'Q/) astfel încât n(x) , este, conform Lemei , o varietate netedă cu granița n ( ) Aceasta completează dovada Teorema punctului fix Brouwer Acum folosim acest rezultat pentru a demonstra o lemă cheie pentru teorema clasică de punct fix Brouwer Fie X o varietate compactă cu graniță Lema Nu există o mapare lină f: X -* dX care ar lăsa fiecare punct de margine pe loc!) Dovada (in urma lui Hirsch) Să presupunem că o astfel de mapare f există Fie y e dX o valoare regulată a lui f Deoarece y este, desigur, o valoare obișnuită pentru harta de identitate f|dX, f~l(y) este o varietate lină unidimensională cu o limită constând dintr-un singur punct: G'(y)KdX = {y} ') Submulțimea B c A se numește retragere a unei mulțimi A dacă există o mapare continuă f: A -> B care lasă fiecare punct al mulțimii B pe loc (exemplu: latura unui pătrat) Această mapare se numește mapare retractabilă sau retragere Dacă A, B sunt colectoare netede și maparea de retragere este, de asemenea, netedă, atunci B poate fi numită retragere lină a colectorului Astfel, Lema afirmă că granița unei varietăți compacte nu este o retragere lină a acesteia din urmă De fapt, nu este doar o retractare, fără condiții de netezime Cititorul care a rezolvat primele probleme prezentate la sfârșitul cărții va dovedi cu ușurință acest lucru de unul singur - Aprox ed І "J MILNOR Varietatea este compactă și, deoarece numai uniunile de cercuri neintersectate ) și arce ) sunt varietăți compacte unidimensionale, limita g(/ (r/)) trebuie să fie formată dintr-un număr par de puncte Această contradicție demonstrează lema În special, mingea unității Dn = +*** Dn are un punct fix (adică un punct x e Dn pentru care g(x) = x) Dovada Să presupunem că g nu are un punct fix Pentru x există o mapare polinomială Pr - Rn -* Rn astfel încât ||Pi(x) - - G(x)|| Alegem, după cum se arată mai sus, o mapare polinomială P: Dn -" -> Dn astfel încât ||P(x) - G(x) n Atunci P este o automapare lină a mingii Dn fără puncte fixe Aceasta contrazice Lema , care completează demonstrația teoremei Procedura folosită aici este adesea aplicată în situații mai generale: a dovedi *) Vezi, de exemplu, Dieudonné [ , p ] J MILNOR unele afirmații despre mapările continue, mai întâi dovedim acest rezultat pentru mapările netede și apoi încercăm să folosim teorema de aproximare pentru a ajunge la cazul continuu (Vezi § , problema ) § DOVADA TEOREMEI LUI SARD Să ne amintim mai întâi formularea lui teorema lui Sard Fie f: U -> Rp o mapare lină, în plus, mulțimea U este deschisă în Rn și fie C mulțimea punctelor sale critice, adică mulțimea tuturor acelor x e U pentru care rang p este relativ simplu (vezi de Rham [ , p ]) Cu toate acestea, vom oferi o dovadă universală în care acest caz arată la fel de rău ca și celelalte Demonstrarea va fi efectuată prin inducție pe n Rețineți că afirmația are sens pentru n și p (Prin definiție, R° constă dintr-un punct ) Să începem inducția: teorema este, fără îndoială, adevărată pentru u - Fie Сі cz С mulțimea tuturor acestor х ∈ U pentru care prima diferențială dfx este egală cu zero În general, să notăm Cr- mulțimea lui x e U astfel încât toate derivatele parțiale ale funcției de ordin f dispar în punctul x Astfel avem o succesiune descrescătoare de mulțimi închise S de Su te C S "z te Dovada va fi împărțită în trei etape ') Dovada noastră se bazează pe argumentul dat de Pontryagin în [ ] Detaliile noastre sunt oarecum mai simple datorită faptului că presupunem că harta f este infinit diferențiabilă § Dovada TEOREMEI LUI SARD primul pas Imaginea f(C\Ci) are măsura zero al -lea pas Imaginea /(Ci\Ci+i) are măsura zero pentru ( > al -lea pas Imaginea /(Cl) are măsura zero pentru k suficient de mare (Remarcă Dacă f este o mapare analitică reală, atunci intersecția tuturor C; este goală, cu excepția cazului în care f este constantă pe o componentă întreagă a mulțimii U Prin urmare, în acest caz este suficient să luăm primele două pași ) Dovada primul pas Acest prim pas pare a fi cel mai dificil Putem presupune că p , deoarece C = G pentru p = Vom avea nevoie de binecunoscuta teoremă Fubini, care afirmă că o mulțime măsurabilă AczRp = R}XRP~} trebuie să aibă măsura zero dacă se intersectează cu fiecare hiperplan (const) X dintr-o mulțime de măsură (p - \)-dimensională zero ) ) Pentru fiecare ѵеСх Сі vom găsi mai jos un cartier deschis VcRn astfel încât /(VPC) are măsura zero Deoarece C\Ci este acoperit de un număr numărabil de astfel de vecinătăți, rezultă imediat că măsura f(C\Ct) este egală cu zero Deoarece x C, atunci există o derivată parțială, de exemplu dfi / dxlt, care este diferită de zero în punctul x Luați în considerare maparea h: U -► Rn, *) O demonstrație simplă poate fi găsită în Sternberg [ , pp - ] (există și o altă demonstrație a teoremei lui Sard (pp - )) Sternberg presupune că A este compact, dar cazul general decurge ușor din acest caz particular ) Enunțul cu caractere cursive este un caz foarte special al teoremei lui Fubini, care nu este necesar aici în întregime Un cititor care nu este familiarizat cu teoria măsurii poate înlocui cuvintele "mulțime măsurabilă" cu "o mulțime care este uniunea unui număr numărabil de mulțimi compacte", deoarece această afirmație se va aplica numai unei astfel de mulțimi - Aprox ed J MILNOR definite prin formula \u d x , "xn) Deoarece derivata dhx este nedegenerată, h mapează o vecinătate V a punctului x difeomorf pe mulțimea deschisă V' Compozitia g = = f°h~l va mapa V' la Rp Rețineți că mulțimea C' de puncte critice ale mapării g este exact /i(VP C); prin urmare, mulțimea g(C'\ de valori critice pentru g coincide cu f(V A C), Orez Construirea cartografierii g Rețineți că pentru fiecare punct (/, x , " xn) e e V" punctul g(t, x , xn) aparține hiperplanului t X, adică g mapează hiperplanurile în hiperplan Lăsa g*: (/X/G'OAV'-^XH*'- denotă restricția mapării g la un domeniu din hiperplan al perplanului t X este critic pentru g* dacă și numai dacă este un punct critic pentru g, deoarece matricea derivatelor parțiale ale mapării g este reprezentată ca (dgz/dx/) = (* (dёіІd*і)G § Dovada TEOREMEI LUI SARD Conform ipotezei de inducție, mulțimea valorilor critice pentru g* are măsura zero la t X Prin urmare, mulțimea valorilor critice pentru g se intersectează cu fiecare hiperplan din mulțimea măsurării zero Această mulțime g(C') este măsurabilă, deoarece poate fi reprezentată ca o uniune numărabilă de submulțimi compacte Cunoaște* trișează, după teorema lui Fubini, mulțimea r(C')=uips) are măsura zero și primul pas este finalizat al -lea pas Pentru fiecare хСДСі+і există o (& + )-a derivată dk+}frldxs^ ^xs care este diferită de zero în punctul x Prin urmare, funcția t"(x) = ^fr/âx, dx^ dispare în punctul x, dar dw/dxSt nu este egal cu zero Presupunem pentru certitudine că Si = Atunci maparea ft: U -* Rn definită prin formula h (x) = (w (x), x , xn), mapează difeomorf o vecinătate V a punctului x pe mulțimea deschisă V' Rețineți că h duce CH V la hiperplanul O X Din nou, luați în considerare Lăsa g- ( ХГ~I)ЛV'-*/?/' denotă restricția mapării g Prin ipoteza de inducție, mulțimea valorilor critice ale lui y g are măsura zero în R Dar toate punctele mulțimii d(Ca n V) sunt cu siguranță puncte critice pentru g, deoarece la ele toate derivatele de ordinul sg k sunt egale cu zero Prin urmare, setul £L(S*LU = ?(S*LI) are măsura zero U J MILNOR Deoarece Cfc\Cfc+i este acoperită de multe astfel de vecinătăți V, rezultă că f(Cft\Cfc+I) are măsura zero al -lea pas Fie In c: U un cub cu muchia Dacă k este suficient de mare (mai precis, k > nlp - ), atunci vom demonstra că /(Ck A /n) are măsură zero Deoarece C/i poate fi acoperit de un număr numărabil de astfel de cuburi, de aici va rezulta că mulțimea f are măsura zero Folosind teorema lui Taylor, compactitatea cubului și definiția lui Cb, putem scrie f(x + h) = f(x) + R(x, h), Unde ( ) d)|| n/p, atunci este evident că V tinde spre ca r -> oo Prin urmare, mulțimea /(cgn) trebuie să aibă măsura zero Dovada teoremei lui Sard este completă § Gradul de mapare modulo Considerăm o hartă netedă f: S" -> Sn Reamintim că dacă y este o valoare regulată, atunci înseamnă numărul de soluții ale ecuației f(x)=i/ § Gradul de mapare modulo Vom demonstra că clasa de reziduuri mod a lui H" (y) nu depinde de alegerea unei valori regulate y Această clasă de reziduuri se numește gradul mod al mapării f În general, aceeași definiție este, de asemenea, valabil în cazul unei mapări netede arbitrare ft M->N, unde M este o varietate compactă fără graniță, N este conex și ambele varietăți au aceeași dimensiune (Putem presupune, de asemenea, că JV este și o varietate compactă fără graniță, deoarece altfel gradul mod al mapării ar fi neapărat zero ) Pentru a demonstra acest lucru, introducem două concepte noi Homotopie netedă și izotopie netedă Dacă X cu Rk, atunci prin XX [ , ] notăm submulțimea *) a spațiului Rh + i, constând din toate (x, /), unde x Y astfel încât F(x, ) = f(x), F(x,l) = g(x) pentru tot el^ În acest caz, F se numește o homotopie netedă care leagă f cu g Rețineți că relația de homotopie netedă este o relație de echivalență Pentru a demonstra tranzitivitatea, folosim existența unei astfel de funcții netede [ , ], care , (/) = pentru ) Dacă F este o homotopie netedă care conectează f și g, atunci formula G(x, t) = F(x, Y între fag astfel încât pentru fiecare t ∈ [ , ] maparea corespunzătoare x-+F(x, t) mapează difeomorf X pe Y Din cele ce urmează se va vedea că gradul unui mod de cartografiere depinde doar de clasa sa de mapări homotopice Lema despre homotopie Fie f, g: M - * N mapări homotopice lin ale varietatii M într-o varietate N de aceeași dimensiune, unde M este o varietate compactă fără graniță Dacă y e N este o valoare regulată atât pentru f cât și pentru g, atunci * r Q/)-# r' /) (mod ) Dovada Fie F- LIKHID ]-*-#-• homotopie netedă care leagă f și g Să presupunem mai întâi că y este o valoare regulată și pentru F Atunci este o varietate compactă unidimensională cu granița egală cu F , /)n (AlX UAlXl)=r /)X Ur,(î/)Xl § Gradul de mapare modulo Astfel, numărul total de puncte limită ale varietății F~l(y) este egal cu Reamintim (§ ) că o varietate compactă unidimensională are întotdeauna un număr par de puncte limită Astfel φ f~'(y) + # g~l(y) este par De aici # Г* /) (mod ) Să presupunem acum că y nu este o valoare regulată a lui F Reamintim (§ ) că Orez Numărul de puncte de margine din stânga este comparabil cu numărul de puncte de margine din dreapta mod ^f~l(y') şi # g~ ІY') sunt funcţii locale constante ale lui y' (atâta timp cât rămânem în afara setului de valori critice) Prin urmare, există o astfel de vecinătate Vi R o funcție netedă astfel încât Φ(x) > pentru II x II ) Se consideră sistemul de ecuații diferențiale orli { \ • - \u d Cif (x , , Xn), \u d n, unde c \u d (c % , cn) N este neted ') Vezi [ , § ] J MILNOR Teorema Dacă y și r sunt valori regulate ale mapării f, atunci (modul ) Această clasă generală de reziduuri, numită gradul de f mod , depinde numai de clasa de mapări uniform homotopice care conțin f și nu de f însuși Dovada Să fie date valori regulate ale lui y și r Prin h notăm difeomorfismul izotopic h: N - + N care mapează y la z Atunci z este o valoare regulată pentru compoziția h a Deoarece h°f este homotopic la f, după lema de homotopie, (modul ) dar (h o f)-' (z) = GP ° L' (z) = Г'(у) De aici # (Aof)-'(z) = #T*(Y) De aceea # Г (y) = # Г' ( ) (mod ), Q E D Notăm această clasă generală de reziduuri cu deg (f) Să presupunem acum că f este uniform homotopic la g Conform teoremei lui Sard, există un punct y^N care este o valoare regulată atât pentru f, cât și pentru g Comparaţie deg (f) s # Γ'(y) # e ~X (y> = deg (g) (mod ) arată că deg (f) este invariant sub homotopie netedă, care completează demonstrația Exemple Afișare permanentă (afișare la punct) cu; M -► M are un mod de grad par Maparea identității I: M - M are un mod de grad impar Prin urmare, maparea identității COLECTORELE ORIENTATE Definiția unei varietăți compacte fără graniță nu este omotopică cu una constantă În cazul M = Sn, acest rezultat implică că nu există o hartă netedă f: Dn+i -> Sn care lasă fiecare punct al sferei fix (adică, sfera nu este o "retractare" netedă a mingii; vezi § , Lema ) Într-adevăr, o astfel de mapare ar da o homotopie lină F: S" X [ , ] -> Sn, F (i, x) = f (ix), care conectează maparea la un punct cu maparea identităţii § COLECTORELE ORIENTATE Pentru a defini gradul de afișare ca un număr întreg (mai degrabă decât reziduu mod ), trebuie să introducem o orientare Definiții O orientare într-un spațiu vectorial real de dimensiuni finite este o clasă de baze ordonate în raport cu următoarea relație de echivalență: baza (ftt, , bm) definește aceeași orientare ca și baza (bi, dacă = și det(atj)> ; definește orientare opusă dacă det( N - afișaj neted Dacă M este compact și N este conectat, atunci gradul de mapare este definit după cum urmează: Să fie M un punct regulat al lui f, adică dfx TMx -> Ti\rxx} este un izomorfism liniar al spațiilor vectoriale orientate Să definim signrffx ca fiind - sau - , în funcție de dacă dfx păstrează orientarea sau nu Pentru orice valoare regulată a lui y, definim deg(f; y) = semnd/x xe=f~'(y) Ca și în § , întregul deg(/; y) este o funcție constantă local a lui y Această funcție este definită pe o mulțime densă deschisă peste tot de N Teorema A Numărul întreg deg(f; y) nu depinde de alegerea valorii regulate a lui y Se va numi gradul mapării f și va fi notat cu gradul f Teorema B Dacă f este uniform homotopic cu e, atunci deg / = degg J MILNOR În esență, dovada va fi aceeași ca la § , doar că este necesar să se monitorizeze cu atenție orientările Mai întâi luați în considerare următoarea situație: să presupunem că M este limita unei varietăți compacte orientate X și M este orientată ca granița lui X Lema Dacă continuă până la o netedă maparea F: X - + N, apoi deg(f; y) - pentru orice valoare regulată a lui y Demonstrație În primul rând, să presupunem că y este o valoare regulată atât pentru F, cât și pentru f = F|Âl O varietate compactă unidimensională este o uniune finită de arce și cercuri, iar punctele limită ale arcelor se află pe XI - dX Fie A cF^sy) unul dintre arce, gA = {a} U {&} Vom arăta asta semnul df a + semnul dfb = și prin urmare (pentru a fi însumat pe toate aceste intervale) că deg(f, y) = Orez Cum se orientează F " (y) Orientarea varietăților X și N determină orientarea arcului A după cum urmează Fie x A și fie (vi, , Op+i) o bază orientată pozitiv în TXx, și dacă și numai dacă hărți dFx (y, , Op+i) la o bază orientată pozitiv a TNV § COLECTORELE ORIENTATE Fie vi(x) vectorul unitar orientat pozitiv tangent la A la x Este clar că vi este o funcție netedă și uDx) este îndreptată "în afară" într-un punct al graniței (să zicem, la b) și "înăuntru" la altul (la a) De aici rezultă imediat că sgndfa = - , sgndfb = - , iar suma este zero Însumând toate astfel de arce, demonstrăm că deg(f; y) = Mai general, să presupunem că y este o valoare regulată pentru f, dar nu pentru F Funcția dcg(/:; y) este constantă într-o vecinătate U a punctului V Prin urmare, ca și în § , putem alege în interiorul U o valoare regulată pentru harta F și observăm că atunci grade (/=; # ) = grade(f; y) = Aceasta demonstrează Lema Acum luați în considerare o homotopie netedă F: [ , ] X A -> A\ care conectează două mapări f(x) = F( ,x), g(x) = F(l,x) Lema Gradul deg(g; y) este egal cu deg(f; y) pentru orice valoare regulată comună a lui y Dovada Varietatea [ , ] X A poate fi orientată ca produs a două varietăți orientate Apoi marginea sa va consta din XM (orientat corect) și Q\M (orientat greșit) Astfel, gradul de mapare F|d([ , ] X M) pentru o valoare regulată y este egal cu diferența grade (g; y) - grade (f; y), iar această diferență, conform Lemei , trebuie să fie egală cu zero Restul demonstrației teoremelor A și B este complet analogă cu argumentele din § J MILNOR h: N-+N, traducerea y în z Atunci h va păstra orientarea, iar o simplă verificare arată că deg(/; ț/) = deg(/zo/; h(y)) Maparea f este homotopică la h°f Lema implică imediat că grade(ft°f; z) = grade(f; z) Prin urmare deg(f; y) = deg(f; z), care completează demonstrația Exemple Funcția complexă z -* zh, z φ , mapează cercul unitar pe el însuși, iar gradul acestei mapări este egal cu k (aici k poate fi un număr întreg arbitrar - pozitiv, negativ sau zero) Cartografiere degenerată f: M -> constanta sa N are gradul zero Un difeomorfism f: M - * N are gradul fie -φ, fie - , depinzând dacă păstrează sau inversează orientarea Prin urmare, un difeomorfism de inversare a orientării al unei varietăți compacte fără graniță nu poate fi uniform homotopic la identitate Reflecție gr Sn->Sn, Гі (Х[, ■ -( ]) = (Xt , X{, Xn, • • ■, Xn + [), oferă un exemplu de difeomorfism inversor de orientare Simetria centrală Sn->Sn, x - * - x are gradul (- )n + , care poate fi văzut cu ușurință reprezentând-o ca o compoziție de n + reflexii: -x = r or o °rn+i(x) Astfel, chiar și pentru n, simetria centrală a sferei S" nu poate fi uniform homotopică la maparea identității, fapt care nu este surprins de gradul de cartografiere mod Ca aplicație, vom arăta, în urma lui Brouwer, că pe Sn dacă și numai dacă există § COLECTORELE ORIENTATE = un câmp vectorial tangent care nu dispare nicăieri când n este impar (Comparați fig și ) Definiție Un câmp vectorial tangent neted ') pe M c Rh este o mapare lină v: M -> Rh astfel încât v(x) " ') Cuvântul "tangentă" este de obicei omis, deși pe o varietate din spațiul euclidian poate fi necesar să se ia în considerare câmpurile netangente - Notă, ed J MILNOR formula F(x, Ѳ) = xcos + o(x)sin Numărarea directă arată asta F(x, Q)-F(x, Ѳ)= și F(x, ) = x, F(x, n) = -x Astfel, simetria centrală s-a dovedit a fi homotopică pentru maparea identităţii, ceea ce este imposibil, după cum am văzut, chiar şi pentru n Pe de altă parte, dacă n - k- , atunci formula definește un câmp vectorial tangent care nu dispare nicăieri pe Sn Afirmația este complet dovedită În special, acest lucru implică faptul că pentru n impar simetria centrală a sferei Sn este într-adevăr omotopică pentru harta identității O teoremă celebră datorată lui Hopf afirmă că două hărți ale unei varietăți n-dimensionale conectate într-o sferă n-dimensională sunt homotopice fără probleme dacă și numai dacă gradele lor sunt aceleași În § vom demonstra un rezultat mai general, și care va urma teorema lui Hopf § CÂMPURI VECTORIALE ŞI CARACTERISTICA EULER Ca o aplicație ulterioară a noțiunii de grad de cartografiere, vom studia câmpurile vectoriale pe alte varietăți Luați în considerare mai întâi mulțimea deschisă U C Rm orice câmp vectorial v: U->Rm cu un zero izolat în punctul z e U Funcţia i>(x) = u(x)/||t>(x)|| § CÂMPURI VECTORIALE ȘI CARACTERISTICA EULER mapează o sferă mică centrată pe r într-o sferă unitară ) Gradul acestei mapări se numește indice i al câmpului vectorial v în punctul r ) Pe fig prezintă câteva exemple de astfel de câmpuri vectoriale cu indici - , , , (Câmpul vectorial v este strâns legat de curbele "tangente" la câmpul v, care se obțin prin rezolvarea sistemului de ecuații diferențiale dxifdt = vDxi, xn) Aceste curbe ) sunt reprezentate în Fig ) Zeroul unui index arbitrar poate fi obținut astfel: pe Planul unei variabile complexe, polinomul zh definește un câmp vectorial neted cu zero de indice k la origine, iar funcția zh definește un câmp vectorial cu zero de indice - k Trebuie să dovedim că definiția indicelui este invariantă sub difeomorfisme Pentru a explica ce înseamnă acest lucru, luați în considerare o situație mai generală Fie dat o mapare lină f: M -> N și un câmp vectorial definit pe fiecare varietate Definiție Câmpurile vectoriale v pe M și v' pe N se spune că sunt f-conectate dacă diferența dfx mapează v(x) la v'(f(x)) pentru tot x ∈ M ') Fiecare sferă trebuie să fie orientată ca marginea bilei corespunzătoare ) Și, de asemenea, indicele zero r al acestui câmp vectorial Adesea, în loc de "zero", se vorbește despre un "punct singular" al câmpului vectorial, deși din punct de vedere analitic, câmpul v poate să nu aibă acolo nicio singularitate; câmpul corespunzător al vectorilor tangenți unitari v are o singularitate Observăm în treacăt că dacă în Rm pe o varietate compactă netedă (m - )-dimensională M este dat un câmp vectorial o (nu neapărat tangent) care nu dispare nicăieri pe M, atunci gradul de mapare x-> se numește rotația câmpului v pe M Se întâlnește nu numai la determinarea indicelui, ci și în alte cazuri; vezi, de exemplu, Lema de mai jos - Aprox ed ) Se numesc curbe integrale, traiectorii sau linii de forță ale câmpului v - Aprox ed • J MILNOR I=- t = + R p s Exemple de câmpuri vectoriale pe plan (i este indicele) Dacă f este un difeomorfism, atunci v' este, desigur, determinat în mod unic de v În acest caz, vom scrie ѵ' = df ° v o f~\ Lema Să presupunem că un câmp vectorial v pe U este f-conectat la câmp ѵ = df o ѵ o f pe U' folosind difeomorfismul f: * U' Atunci indicele câmpului v la un zero izolat zt este indicele câmpului v' în f (z) § CÂMPURI VECTORIALE ȘI CARACTERISTICA EULER Presupunând că lema este dovedită, putem introduce noțiunea de indice al unui câmp vectorial w pe o varietate arbitrară M astfel: ~l°w°g pe U în punctul g~'(z) Din lema va rezulta evident că indicele i este bine definit*)• Dovada Lemei se va baza pe demonstrarea unei aserțiuni complet diferite Lema Orice difeomorfism care păstrează orientarea f al spațiului euclidian Rm este ușor izotopic pentru identitate (Dimpotrivă, pentru multe valori ale lui m există difeomorfisme de păstrare a orientării ale sferei Sm care nu sunt bine izotopice identităţii; vezi [ , p ] ) Dovada Putem presupune că f( ) = Deoarece diferența la zero poate fi definită ca ;->o atunci este firesc să se introducă o izotopie F: GC[ , ]-> Rm, definite prin formule F(x, t) = f(tx)/t la sin era razei e în sfera unității, Raportul Livo ѵ' = ro Tso r- Evident, gradul mapării v' este egal cu gradul mapării v, ceea ce completează demonstrația Lemei , Vom obține acum un rezultat clasic referitor la următoarea situație: M este o varietate compactă, w este un câmp vectorial neted pe M cu zerouri izolate Dacă M are o muchie, atunci câmpul vectorial w în fiecare punct al muchiei trebuie să fie îndreptat spre exterior Teorema Poincaré-Hopf Suma indicilor zerourilor unui astfel de câmp vectorial este egală cu caracteristica Euler m AM)=F-V) rang NAM) = În special, această sumă de indici este un invariant topologic al varietății M, adică nu depinde de alegerea specifică a câmpului vectorial (O versiune bidimensională a acestei teoreme a fost demonstrată de Poincaré în Teorema a fost demonstrată integral de Hopf [ ] în , în urma rezultatelor parțiale ale lui Brouwer și Hadamard ) Vom demonstra o parte din această teoremă și vom schița restul Să luăm în considerare mai întâi un caz particular, un domeniu compact în Rm ') Aici Hі(M) desemnează grupa i-a de omologie a soiului Aceasta este prima și ultima noastră referință la teoria omologiei (Un cititor care nu este familiarizat cu teoria omologiei se poate limita la această opțiune: suma indicilor pentru toate câmpurile vectoriale cu zerouri izolate (direcționate spre exterior la margine dacă există o margine) este aceeași - Ed ) J-MILNOR Fie X cu Rm o varietate compactă m-dimensională cu graniță Cartografie gaussiană ) g; dX->Sm~] atribuie fiecărui punct χ ^ dX un vector unitar normal cu dX în punctul x și îndreptat spre exteriorul varietatii X Lema (Hopf) Dacă v: X->Rm este un câmp vectorial neted cu zerouri izolate îndreptate spre exterior pe limita varietatii X ), atunci suma lui Orez Un exemplu de câmp vectorial cu suma indicilor + a dexelor V este egal cu gradul mapării gaussiene a limitei qX în Sm~i În special, nu depinde de alegerea v De exemplu, dacă v este un câmp vectorial pe mingea Dm îndreptată spre exterior la graniță, atunci - (vezi Fig ) Dovada Prin tăierea unei bile cu raza s în jurul fiecărui zero, obținem o nouă varietate cu graniță Maparea v(x) = o(x)/|)o(x)|| duce acest soi la Sm Prin urmare, suma >) Se mai numește și normal - Aprox ed ) Și, în special, nicăieri pe dX nu dispare -■ Notă ed § CÂMPURI VECTORIALE ȘI CARACTERISTICA EULER Numărul de grade de restricţii ale mapării v asupra diferitelor componente ale graniţei este O )- Dar v\dX este homotopic cu g ) Suma gradelor de restricții asupra componentelor rămase ale muchiei este egală cu - i- (Semnul minus precede suma din cauza orientării incorecte a fiecărei sfere mici ) De aceea degg - i = , Q E D Cometariu Gradul de cartografiere g este cunoscut și sub numele de "curbura integrală" a hipersuprafeței dX, deoarece este proporțional cu integrala peste dX a curburii gaussiene Este, desigur, egală cu caracteristica Euler a varietatii X Pentru m impar este, de asemenea, egală cu jumătate din caracteristica Euler a varietatii dXA) Înainte de a extinde acest rezultat la alte soiuri, sunt necesare câteva preparate ') Folosim Lema din § și simplul fapt că pentru o varietate M deconectată gradul unei mapări este egal cu suma gradelor de restricții ale acestei mapări asupra componentelor conexe ale varietatii M - Aprox ed ) Este suficient să luăm în considerare în detaliu ^-;-" Numitorul nu este nicăieri ( -t) ѵ + teii nu dispare, deoarece în niciun punct x e dx direcția unuia dintre aceste două câmpuri nu este opusă direcției celuilalt - Aprox ed ) Fie D(tm)(x) o bilă cu raza e centrată pe n și fie S^ (x) sfera care o mărginește Se notează zerourile câmpului vectorial ѵ cu Xi, , xN Indicele punctului x; este gradul de cartografiere al sferei S^-^x) sSm~ t unde sferele trebuie să fie orientate ca marginile bilelor corespunzătoare Dar orientarea care S(tm)~ (x) primește ca limită a varietatii Y = X \ U (xr), opus orientării sale ca graniță i bila D^(X()), deoarece dacă într-un anumit punct al sferei vectorul este îndreptat spre exterior D(tm) (xx), atunci același vector este direcționat în interiorul Y în același punct -Ed ) Vezi § , problema -• Notă, ed J MILNOR Este firesc să încercăm să calculăm indicele câmpului vectorial ѵ la zero z folosind derivatele câmpului și în punctul z Luați în considerare mai întâi câmpul vectorial ѵ pe setul deschis UczRm O vom considera ca o mapare U -" Rm, astfel încât diferenţialul dvz să fie definit Definiție Se spune că un câmp vectorial ѵ este nedegenerat într-un punct z dacă transformarea liniară dvz este nedegenerată În acest caz, z este un puț izolat Lema Indicele câmpului vectorial v la zero nedegenerat z este fie - , fie - , în funcție de faptul că determinantul diferenţialului dvz este pozitiv sau negativ Dovada Vom considera - ca un difeomorfism al vreunei vecinătăți convexe Uo a punctului z în spațiul Rm Putem presupune că z = Dacă maparea ѵ păstrează orientarea, atunci am văzut deja că ѵ | Uo poate fi deformat fără probleme în harta identității fără să apară noi zerouri (Vezi lemele , ) Prin urmare, indicele este - Dacă v inversează orientarea, atunci acesta poate fi deformat într-o reflexie exact în același mod; deci i = • - Mai general, luați în considerare zero r al câmpului vectorial D pe varietatea Μ C Rh Vom considera w ca o mapare a lui M ' în Rk cu diferenţial dwz: TMz-*Rk Lema Diferenţialul dwz mapează de fapt TMZ la subspaţiul TMZ şi Rk; deci dwz poate fi privit ca o transformare liniară a spațiului TMZ Dacă această transformare liniară are determinantul D #= , atunci z este un zero izolat al câmpului w Indicele punctual r este egal cu - sau - , în funcție de dacă podeaua este D sau negativă § CÂMPURI VECTORIALE ȘI CARACTERISTICA EULER Dovada se revarsă în aproximativ Fie h: U -► M o parametrizare a unei vecinătăți a punctului z, ej denotă al treilea vector de bază în Rm și fie tl \u d dha (de exemplu) \u d dI / dsh, astfel încât vectorii tl, , іm formează o bază a spațiului tangent TMh(uy) Trebuie să calculăm unde trece vectorul ^ = ^(u) sub acțiunea transformării liniare dWh(Uy Mai întâi, rețineți că ) dwh(u) = d(w° h)a (el) = dw {h (u))/du{ Fie v = Sojgi un câmp vectorial pe U care este /r-conectat la un câmp vectorial w pe M Prin definiție v == dh~i o w o h și w (h (ti)) - dhu (o) = și jt De aceea ( ) dw (h (u))/dui = (dvj/âui) t + S (dt^du, Combinând formulele ( ) și ( ), obținem următoarea formulă la originea /r (r) a câmpului vectorial v: ( ) dwz (іг) - (дѵj/dui) t Astfel, dwz mapează TMZ în sine, iar determinantul D al acestei transformări TMZ -> TMZ este egal cu determinantul matricei (âvj/dui), care, împreună cu Lema , completează demonstrația Considerăm acum o varietate compactă fără graniță M az Rk Fie Ne notează vecinătatea închisă de a lui M, adică mulțimea tuturor χ ∈ Rh astfel încât II x - y II e pentru unele y e M Se poate demonstra că este o varietate netedă cu graniță pentru δ suficient de mic (cf § , problema ) Teorema Pentru orice câmp vectorial v pe M având numai zerouri nedegenerate, suma J MILNOR indicii i este egal cu gradul mapării gaussiene ') g: dNe-*Sk~l În special, această sumă nu depinde de alegerea câmpului vectorial V Dovada Pentru x e Ne notăm cu r(x) e M punctul varietatii M cel mai apropiat de x (vezi § , Problema ) Rețineți că vectorul x - r(x) este perpendicular pe spațiul tangent la M în punctul r(x), altfel r(x) nu ar fi cel mai apropiat punct al lui M de x Dacă e este suficient de mic, atunci r(x) este o funcție netedă și bine definită Vom lua în considerare și funcția distanță pătratică Rețineți că w dispare numai la zerourile câmpului v pe M; acest lucru este clar din faptul că cei doi termeni x - r(x) și u(r(x)) sunt reciproc ortogonali Calculând diferența w la zero r > M, aflăm că dwz(h) - dvz(h) pentru toate h [ , ] este egal cu într-o vecinătate mică N\ a punctului z și pai la zero în afara unei vecinătăți puțin mai mare a lui N și ■) Vezi § , problema * - Crim ed ) Vezi § , problema * - Notă, ed § CÂMPURI VECTORIALE ȘI CARACTERISTICA EULER exact o valoare regulată mică pentru ѵ, apoi câmpul vectorial ѵ' = ѵ (x) - Ă (x) y nedegenerat *) în interiorul N Suma indicilor pentru zerourile aflate în interiorul N poate fi calculată în funcție de gradul de mapare ѵ: dN->Sm~'; prin urmare, nu s-a schimbat după înlocuirea lui ѵ cu ѵ' Mai general, luăm în considerare câmpurile vectoriale pe o varietate compactă M Aplicând aceste considerații la nivel local, vedem că orice câmp vectorial cu zerouri izolate poate fi înlocuit cu un câmp vectorial nedegenerat fără a modifica i al -lea pas Variete cu graniță Dacă M cu Rk are o limită, atunci orice câmp vectorial îndreptat "în exterior" către dM poate fi din nou extins la o vecinătate a lui Ne în așa fel încât să fie îndreptat spre exterior către dNe Cu toate acestea, unele dificultăți apar cu netezimea din cauza graniței lui M Astfel, Ne nu este o varietate netedă (în sensul nostru, diferențiabilă din clasa C°°), ci doar o varietate din clasa C Extensia w, definită ca mai sus prin formula oy(x) = u(r(x)) + (x - r(x)), este doar un câmp vectorial continuu lângă dM Cu toate acestea, dovada poate fi completată fie arătând că cerințele noastre puternice de netezime nu sunt cu adevărat necesare, fie prin alte metode ) ') Este clar că v' este nedegenerat în interiorul lui Ne, dar dacă y este suficient de mic, atunci v' nu va dispărea deloc pe JV\ /Vj ) În prima variantă, cea mai "neplăcută" activitate este probabil cea "de justificare", cum ar fi demonstrarea netezimii C' a lui Ne, caracterul unic și continuitatea lui r(x) și argumente similare simple, dar greoaie Pentru câmpuri vectoriale continue, vezi § , Problema * O altă opțiune este , sarcina * - Aprox ed J MILNOR § BORDISM ECHIPAT ); DESIGNUL LUI PONTRYAGIN Gradul unei mapări M -> M' este definit numai dacă M și M' sunt varietăți orientate de aceeași dimensiune Vom studia generalizarea gradului propusă de Pontryagin, care este definită pentru o mapare lină arbitrară f: M-*SP al unei varietăți compacte arbitrare fără margine într-o sferă Mai întâi, să dăm câteva definiții Fie N și N' subvarietăți compacte n-dimensionale ale lui M, cu dN - dN' = dM = Diferența dintre dimensiunile m - n se numește codimensiunea subvarietăților Definiție O subvarietate N este învecinată cu N' în M dacă submulțimea A/X[ , B)UW'X(le, ] al colectorului M X [ , ] poate fi extins în acest fel la o varietate compactă XsMX[ , ], Ce dX = MX U^'XL ') Un cuvânt de inconsecvență în terminologie ar trebui avertizat În urmă cu câțiva ani, bordismele erau numite (și uneori încă le mai numesc din vechea memorie) cobordisme Această terminologie a fost folosită și de Milnor în originalul acestei cărți O schimbare recentă a terminologiei se datorează faptului că bordismele (foste cobordisme) sunt analoge în anumite privințe cu omologiile; termenul "cobordism" este rezervat unui alt concept, cam la fel de legat de bordisme precum coomologia este de omologie Mai mult, termenul "bordism" este folosit mai des în sintagma "clasa de bordisme" (adică clasa subvarietăților reciproc bordante ale varietatii M) În același timp, mai devreme cuvântul "bordism" (la acea vreme - "cobordism") însemna un triplu (X, N, N') cu proprietățile descrise mai sus În traducere s-a decis să se păstreze "bordismele" doar în prima frază Cât despre X, mi-am asumat riscul de a folosi un cuvânt pe care topologii îl folosesc în mod constant pe cale orală: ei îl numesc pe X "film" (mai detaliat: un film care se leagă de N' sau care își realizează bordismul) - Aprox ed Âfxfl M*l M* Orez Lipirea a două bordisme în interiorul LI Mx[ ] Fig Subvariete încadrate și film înrămat J MILNOR iar X (care se va numi "film" în cele ce urmează) nu se intersectează cu LI X O UX , cu excepția punctelor de margine ale lui dX Este clar că bordismul este o relație de echivalență (vezi Fig ) Definiție O încadrare a unei subvariete NaM este o funcție lină b care atribuie fiecărui punct o bază refl u(x) = (u (x), vm~" (x)) spații TNX U submulțimea NX(°>e) poate fi extinsă la § BORDISM ECHIPAT; DESIGN PONTRYAGIN Luați în considerare acum o mapare lină f: M->Sp și valoarea sa regulată la Sp Maparea f induce o încadrare a varietatii f~l(y) în felul următor Să alegem o bază orientată pozitiv i> = (у , ѵр) a spațiului tangentei ,T(Sp)v Amintiți-vă că pentru fiecare (vezi p ) derivat dfx' TMx->T(SP)g ia subspațiul T^ (y)x la , iar complementul său ortogonal Tf~'(y)x se mapează izomorf pe T(Sp)v Prin urmare, există un singur vector uChx)e=TG'(y^ astfel încât vecinătatea e a punctului y să conțină doar valori regulate Fixarea z, ||z - r/ | S? astfel încât (y) - z și ) ft este maparea identității la e'; ) r/ coincide cu pentru - e' Sp formula F(x, f) = rt°f(x) Pentru fiecare t, punctul z este o valoare de compoziție regulată sp De aici rezultă că z este cu atât mai mult o valoare regulată a hărții F Prin urmare, F~l(r) ; prin urmare, f~l(z) este încadrat de o subvarietă încadrată bordant (Г о/)- (г) = Г °Л (г) = ГІгѵ) Dovada teoremei A este completă Demonstrarea teoremei C se va baza pe o aserțiune legată de următoarea situație Fie NaM o subvarietă încadrată de codimensiunea p cu b încadrat Fie N compact și dN = dM = Teorema produsului direct de vecinătate O anumită vecinătate a unei subvariete N din M este difeomorfă cu un produs NX, iar difeomorfismul poate fi ales astfel încât fiecare punct xx N să corespundă unui punct (x, ) e iV X Rp și orice încadrare normală dată V( x) corespunde unei baze standard în Rp § BORDISM ECHIPAT; DESIGN PONTRYAGIN nota Nu orice subvarietă' are o vecinătate difeomorfă cu produsul dintre subvarietăți și spațiul euclidian (vezi Fig ) Dovada Să presupunem mai întâi că M este spațiul euclidian ne uităm la maparea g: N %RP -*• M definită prin formulă e(x', tP) = x + tlvl(x) + i + ipvp(x) Este clar că diferenţialul dg(X, > este nedegenerat; g mapează în mod difeomorf o anumită vecinătate a punctului (x, ) suficient de mic maparea g este unu-la-unu pe întregul vecinătate NX Ue al varietatii MXO; aici -A/e denotă e-vecinătatea lui zero în Rp; Altfel, în NX ^P ar exista astfel de perechi (x, u) (x', u') cu || și || și || și' || că g(x, u) = g(x', u') Având în vedere compactitatea varietății M, am putea alege o succesiune de perechi similare astfel încât x să convergă, să zicem, la x , x' la k', u -+ și u' -" În acest caz este clar că xo - x'o, și am avea o contradicție cu maparea unu-la-unu g într-o vecinătate a punctului (x , ) Prin urmare, g mapează N%Ue difereomorf pe o mulțime deschisă dar tu& j milnor difeomorf la întregul spațiu euclidian Rp prin mapare Și și~* M * la Deoarece g(x, ) = x și dg(X: } are proprietățile cerute, teorema produsului direct de vecinătate este demonstrată în cazul particular M = Rn+p În cazul general, liniile drepte în Rn+p ar trebui înlocuite cu geodezice pe M Mai exact, fie g(x, ti, , tp) capătul arcului unei linii geodezice pe M de lungime H tivi(x) + + tpvp(x) ||, lăsând punctul x cu vectorul viteză inițială tjo (x) + + tpvp(x) II tj (x) tpVP (x) II Cititorului familiarizat cu geodezică nu va fi dificil să verifice că pentru cartografierea suficient de mică g- NXU,->M este bine definit, hărți ușor și difeomorf o vecinătate a punctului (x, )^NXUe pe o mulțime deschisă Sfârșitul demonstrației se realizează exact în același mod ca mai sus ') Un cititor care nu este suficient de familiarizat cu geodezica o poate găsi mai simplu în continuare Presupunând că jVn c - g[m cu gk', amintim că Milnor consideră spațiul tangent TM(tm) ca un spațiu vectorial m-dimensional în trecerea prin (și nu prin x); spaţiul liniar paralel cu acesta care trece prin x va fi notat pentru un moment cu Lx Fie TMX un spațiu vectorial (k - m)-dimensional ortogonal cu TMX și care trece de asemenea prin , iar Lx să fie un spațiu liniar paralel cu acesta care trece prin x Punctele spațiului Lx sunt x + y, y TMX este o funcție lină și dfx = Cu alte cuvinte, fiecare punct q e n are ca proiecție ortogonală u Lx ceva x + y, unde y este mic, iar pe Lx - x + r, unde z - fx(y); notăm un astfel de punct q cu h*(y) Atunci poți lua g(x, tit tp) = hx(tlv (x) + +/poP(x)) - Aprox ed J MILNOR bila unitară se mapează difeomorf ) pe Sp \ "o Definim f: M^SP, punând f(x) = V Este clar că F este o mapare lină și pentru t (Presumăm că sa este polul nord al sferei Sp, iar Rp este paralel cu TSps - Ed ) § BORDISMUL MAMEAT: CONSTRUCȚIA LUI PONTRYAGIN din punctul y Apoi homotopia F(x, f) = f(x) pentru x > V, F(x, t) = h~A [/ • A(f(x)) + ( - t)h(g(x))\ pentru χιι \ N arată că f este uniform homotopic cu g Astfel, este suficient să deformăm f în așa fel încât să coincidă cu g într-o mică vecinătate a subvarieții N; în acest caz, trebuie avut grijă ca în timpul procesului de deformare să nu fie afișate puncte noi în y Luați o reprezentare a unei vecinătăți V a lui N ca produs direct WX Rp V C M și să fie V o vecinătate atât de mică încât nici f(V) și nici g(V) nu conține un punct y care este simetric central față de y Identificând V cu NXRP și Sp\y cu Rp, obținem din f, g mapările F, G: NXRp^Rpt și F~' ( ) = G I ( ) = NX Și dF{X' } = dG(X, o) = (proiecție pe Rp) pentru toate xe N Mai întâi găsim o constantă c astfel încât F(x, u) • u > , G(x, u) • u > pentru x V și ||"|p-c ||s|p> O pentru SP, pentru care varietatea Pontryagin (F~l(y), F*fo) coincide exact cu (X, fo) Fie Ft (x) = F(x, f) și rețineți că Fo și f au aceeași varietate Pontryagin Prin urmare, Fo ~ f, conform Lemei ; asemănător cu Fig~g Prin urmare f ~ g, iar teorema B este demonstrată Remarci Teoremele A, B și C pot fi generalizate cu ușurință în cazul în care M este o varietate cu § BORDISM ECHIPAT; DESIGN PONTRYAGIN margine Ideea principală este să luăm în considerare doar acele mapări care duc granița la punctul marcat "o Clasele de homotopie ale unor astfel de mapări (M, dM)-+(Sp, s ) sunt în corespondență unu-la-unu cu clasele de bordism ale subvarietăților trucate N cz Interior (A!) de codimensiona p Dacă p' - m + , atunci în acest set de clase de homotopie se poate introduce structura unui grup abelian, care se numește p-a grupă de comotopie a xp(A , dM) Operația de grup în lP(A , dM) corespunde unirii subvarietăților disjunse trucate situate în interiorul lui M (vezi § , Problema ) teorema lui Hopf Ca exemplu, luați în considerare următoarea situație Fie M o varietate orientată conexă de dimensiunea m = p O subvarietă încadrată de codimensiunea p este pur și simplu un set finit de puncte cu o bază distinctă de spațiu tangent la fiecare dintre ele Fie sgn(x) egal cu + sau - , în funcție de faptul că orientarea bazei alese este în acord cu orientarea lui M sau nu Atunci Ssgn(x) este în mod evident egal cu gradul mapării corespunzătoare M -> Sm Pe de altă parte, nu este greu de înțeles că clasa bordismelor trucate ale varietăților zero-dimensionale este determinată în mod unic de întregul S sgn(x) Prin urmare, am demonstrat următoarea teoremă teorema lui Hopf Dacă M este o varietate m-dimensională compactă, conectată, orientată fără graniță, atunci două mapări M Sm sunt uniform homotopice dacă și numai dacă au același grad Pe de altă parte, să presupunem că M este neorientabil Apoi, luând o anumită bază în TMX, se poate desena punctul x de-a lungul unei astfel de căi închise în M, J MILNOR că această bază va trece continuu într-o bază având orientarea opusă ) În acest caz, următoarea afirmație este pur și simplu dovedită Teorema Dacă M este o varietate m-dimensională conexă, compactă, neorientabilă, fără graniță, atunci două mapări M -> Sm sunt homotopice dacă și numai dacă au același grad mod Teoria bordismelor trucate a fost dezvoltată de Pontryagin pentru a studia clasele de mapări de homotopie ') Fie x(t), s; /-C , este o cale în varietatea M (adică punctul x(t) ∈ M depinde continuu de t) Să fie aleasă orientarea С?о a spațiului tangent ТМХ(ІУ) Există o astfel de bază " în TMx(i) care depinde continuu de t'' (adică este formată din vectori care depind continuu de t) și, la t = , este orientată conform С?о (Existența unei astfel de baze "(/) este evidentă dacă întreaga cale se află în întregime într-o vecinătate de coordonate, adică x([ , l])cg(l/), unde g: I ->M este o anumită parametrizare în cazul general, se poate împărți traseul în segmente care se află în întregime în anumite vecinătăți de coordonate ) Baza "(f) cu proprietăţile specificate, sunt multe, dar orientarea C?i, pe care "( ) o defineşte în TAfxd), depinde numai de orientarea iniţială C? (Dacă w( , atunci există exact două clase de homotopie de mapări Sm -> Sy Pontryagin a dovedit acest rezultat prin clasificarea subvarietăților trucate unidimensionale în Această problemă s-a dovedit a fi mult mai dificilă pentru m = p + > , dar și în acest caz, folosind varietăți trucate bidimensionale, el a reușit să demonstreze că există exact două clase de homotopie Totuși, pentru m - - p > , o astfel de abordare a acestei probleme întâmpină dificultăți cu varietăți de dimensiune superioară ) De atunci a devenit clar că clasele de mapări de homotopie sunt mai ușor de calculat folosind metode foarte diferite, mai algebrice ) Designul lui Pontryagin este însă o sabie cu două tăișuri Nu numai că ne permite să traducem informații despre varietăți în limbajul teoriei homotopiei, dar, dimpotrivă, ne permite să traducem informații despre homotopii în limbajul teoriei varietăților Unele dintre cele mai profunde lucrări despre topologia modernă au apărut din interacțiunea acestor două teorii Un exemplu important este lucrarea lui Thom despre bordism ([ ], [ ]) § EXERCIȚII În concluzie, cititorului i se pun mai multe probleme Problema Arătaţi că gradul de compoziţie g°f este egal cu produsul lui (gradul g) • (gradul f) Problema Arătați că orice polinom complex de gradul n definește o hartă netedă de gradul n a sferei S pe sine Problema Demonstrați că dacă mapările f și g ale sferei unității Sp satisfac condiția Y f(x)-g(x)]| ) Prin această metodă s-a putut analiza și cazul m - p = (V A Rokhlin [ *]) - Aprox ed ) Vezi, de exemplu, Hu Si-chiang [ ] (sau [ *], [ *] - Ed ) J MILNOR Problema Demonstrați că dacă X este compact, atunci orice mapare continuă X -► S? poate fi aproximată uniform printr-o mapare netedă, iar dacă două mapări netede X -► ? sunt continuu homotopice, apoi sunt uniform homotopice Problema Arătați că dacă m ? este homotopic la o mapare la un punct Problema (Brauer) Arătați că orice mapare S" -> S" de grad diferit de (- )n+ are un punct fix Problema Arătați că orice mapare " -► " de grad impar mapează o pereche de puncte central simetrice la o pereche de puncte central simetrice Problema Fie M cu Rh și N cRl varietăți netede Arătați că spațiul tangent T(M X A^)(x, Y) este egal cu TMX X TNV Problema Graficul Γ a unei mapări netede f: M N este mulțimea de puncte (x, y) e gM'/O'I astfel încât y = f(x) Arătați că Γ este o varietate netedă și că spațiul tangent TT\X Y) M cu ajutorul formulei r(x + v) = 'X Arătați că r(x + u) este mai aproape de x + v decât orice alt punct al varietății M Folosind această retragere r, demonstrați un analog al afirmației din problema , în care sfera este înlocuită cu varietatea M Problema Fie varietatile M, N c Rh+l nu se intersectează Afișajul vitezei L: MHL-> ' este definită după cum urmează: A(x, y) = (x - /)/i| x - y i| Dacă M și N sunt compacte, orientate și fără graniță, iar suma dimensiunilor lor m n = k, atunci gradul de mapare se numește coeficient de legătură l(M, N) Demonstrează asta Z(dz, M) = (- ){m+m+'} (M, N) Demonstrați că l(M, N) = dacă M este o limită a unei varietăți orientate X care nu se intersectează !) În acest analog al Problemei , este foarte posibil să presupunem că M are o muchie În acest caz, în loc să construim o retragere lină N -► M a unei vecinătăți N a varietatii M pe M în sine (ceea ce, totuși, se poate face), este mai ușor să faceți acest lucru O anumită vecinătate U a graniței dM în M este difeomorfă ■ M', apoi printr-o mapare lină X->N și, în final, printr-o mapare lină X->■ M - Prim ed AJ MILNOR cu N Definiţi coeficientul de legătură al varietăţilor disjunse pe sfera S"n+n+i Problema Hopf invariant Dacă φj sunt valori regulate ale mapării f: S ?- -> Sp, atunci varietățile f (y) și f~l(z) pot fi orientate ca în § ; în consecinţă, se poate determina coeficientul de legătură Z(t/), f (z)) a) Demonstrați că coeficientul de legătură în funcție de y este constant local b) Demonstrați că dacă y și z sunt valori regulate și pentru g și \\f(x) - g(x)|| S este definit după cum urmează: unde h înseamnă proiecția stereografică a sferei pe planul variabilei complexe Demonstrați că H(n) = Problema Se spune că subvarietățile N și N' ale unei varietăți M se intersectează transversal ) dacă pentru orice x e N n N' subspațiile TNX și TN'x generează TMX (Dacă n->-n' P/'+' (M) Pentru p > yzn-f-I, folosind operația de combinare a soiurilor trucate disjuncte, transformați Pr(A ) într-un grup abelian (vezi p ) Problema * Fie M și N varietati compacte netede de aceeași dimensiune și N conexiuni, iar /: M -+ N fie o hartă continuă Demonstrați că pentru toate mapările netede g: M -► N care aproximează f suficient de aproape (și astfel de g există întotdeauna; vezi problema ), gradul de mapare mod este același Prin urmare, acest reziduu este determinat în mod unic de harta continuă f originală Se numește gradul mapării f mod Dacă A' și N sunt orientate, atunci se poate introduce în mod similar gradul oricărei mapări continue f: M -* N Gradul (sau gradul mod ) al unei hărți continue f definite în acest fel, desigur, nu mai poate fi interpretat în termeni atât de ilustrativi (cu imagini inverse de valoare obișnuită) ca în cazul hărților netede Demonstrați, totuși, că proprietățile de bază ale unui grad sunt păstrate: dacă N are o muchie, sau dacă f(M) =/= N, atunci gradul (sau gradul mod ) este zero; mapările homotopice au grade egale; sunt adevărate analogii problemelor , , Fie M și N varietati compacte orientate netede de dimensiunile m și m - , respectiv, iar M are o limită formată din două neintersectate ') Acest lucru este adevărat fără presupunerea că N este echipat, doar în această ipoteză demonstrația este mai simplă Un alt caz în care demonstrația este simplificată este atunci când varietatea ambientală M este un spațiu euclidian - Aprox ed J MILNOR varietăți /V( și A' ; fie f: M->-N o mapare continuă Arătați că gradul f\N (cu orientare normală a marginilor) Dacă M, N nu sunt orientabile, atunci în orice caz este valabilă congruența corespunzătoare mod Deduceți din aceasta că granița unei varietăți netede compacte nu este retragerea ei (s-a demonstrat mai devreme că nu este o retragere netedă) Pentru un câmp vectorial continuu cu zerouri izolate, definiți noțiunea de indice de câmp la zero și demonstrați analogii principalelor rezultate din § Problema * Fie M cu Rh o varietate compactă netedă, E fascicul său normal (Problema ), E{ - {(x, o) [(x, y) e E, II y'|j = } Demonstrați că Ej este o varietate compactă netedă (k- )-dimensională Notând sfera unitară a spațiului R' cu Rh~l, pentru orice e e Sh~} luăm în considerare câmpul vectorial tangent /^(x) = proiecția ortogonală a lui e pe TMX Demonstrați că are zero într-un punct x dacă și numai dacă e este imaginea punctului (x y)eE| (cu ceva y) când este afișat R, fe(x)-ex, sunt nedegenerate în sensul Definiției lui Wallace Problema * În § , pentru o varietate compactă netedă W fără graniță, demonstrăm că toate câmpurile vectoriale tangente de pe W cu zerouri izolate ț EXERCIȚII (conform problemei anterioare, astfel de câmpuri există) au aceeași sumă de indici zero Să o notăm cu %(Y) De asemenea, se demonstrează că %(/V) = dacă dimensiunea lui N este impară Fie acum M cu Rk o varietate compactă netedă /n-dimensională cu graniță Dorim să studiem câmpuri vectoriale tangente pe M având următoarele proprietăți: ("■) câmpul are un număr finit de zerouri, iar la margine este îndreptată spre exterior Pentru a face acest lucru, este util să se introducă un dublu M al unei varietăți M Un dublu este o varietate compactă netedă /n-dimensională fără graniță, care are următoarea proprietate: există varietăți Δθ, Δθ și difeomorfisme φ : AD -" M, cp : Mx -" M, astfel încât LI \u d MoiL , LDP Mx \u d dM \u d dMx, Fo|MoP AD = ]; fie f: dM X [ , ] -> L un difeomorfism, iar f(x, ) - x Fie φ: R->R o funcție netedă a clasei C" cu următoarele proprietăți: J MILNOR cp(t) = t pentru φ'( > pentru ^ - • Am stabilit ft: dMXIO ll->Rfe+ = RfeXR; fi (x, o = (f (x, - R m+} XRk, g(x) = (f(x), ex) și proiecțiile R m+} X Rk R m+} X Rk~x ■Pfe~ -> -> /? m+ x R + R^m+'', este clar că p{° ° pk° g - f\ obțin înglobarea dorită A -> ? m+I schimbând ușor pi) Demonstrați că pentru k m φ - oricare două înglobări Nm -*Rh sunt uniform izotopice Problema * În Definiția , Wallace a introdus conceptul de bordism a două varietăți compacte netede fără graniță (a nu se confunda cu bordismul unei subvariete dintr-o varietate ambientală, așa cum este definită de Milnor!) Demonstrați că aceasta este o relație de echivalență Notaţi prin mulţimea de bordism clase de varietăţi de dimensiunea m Arătaţi că : J MILNOR poate fi considerat ca un set de clase de bordism de varietati m-dimensionale in sau d daca k > m + , iar acel EDT poate fi transformat intr-un grup abelian, numind suma a doua clase de bordism care contin varietati neintersectate M si JV , clasa de bordism a varietatii M U N În locul unei uniuni deconectate, puteți folosi o sumă conexă (vezi Wallace, p ) Definiți înmulțirea EDt X EDp EDt+n FOLOSIND PRODUSUL DIRECT AL VALETORILOR și demonstrați că față de operațiile introduse, suma directă *) este un inel asociativ și comutativ (se numește inel de bordism) Pentru varietățile orientate M și Y, poate fi introdusă o altă relație de echivalență: M și N sunt bordante ca varietăți orientate dacă există o varietate compactă orientată netedă W cu granița Mi U Ni astfel încât U Ni = și există difeomorfisme M → și N -► Ni, dintre care unul păstrează iar celălalt își schimbă orientarea (Al] U Ni este orientat ca marginea lui W') Pe baza acestei relații de echivalență, definiți grupurile de bordisme orientate Qm și inelele de bordism orientate Q* = Qm- (Pentru a sublinia diferența cu acest caz, EDPI este denumit grupul de bordisme nedirecționate ) Cometariu Inelele ED* și Q* sunt complet cunoscute (ED* a fost calculat de Tom, în timp ce calculul lui Q*, care a fost substanțial avansat de el, a fost finalizat prin eforturile mai multor autori) Problema * Determinați caracteristica lui Euler a spațiului proiectiv Pn (vezi Wallace, Exercițiile , ) folosind maparea standard f: Sn -> Pn și folosind-o pentru a "ridică" câmpul vectorial de la Pn la Sn (adică, prin construirea unui câmp pe Sn, / -asociat cu ') Amintiți-vă că, deși există un număr infinit de "termeni" Vi," fiecare element xvi* este o sumă finită xi + + xr, § EXERCIȚII câmp dat pe Pn) Demonstrați că, chiar și pentru n, Pn nu limitează (vezi problema *; totuși, aceasta rezultă deja din nonorientabilitate, vezi p ) Cometariu Utilizarea caracteristicii Euler în această problemă este cel mai simplu exemplu de aplicare a așa-numitelor clase caracteristice la soluționarea problemelor de bordism - anumite elemente "distinse" ale grupurilor de omologie T/DLI) asociate într-un anumit fel cu fiecare colector M Problema * Wallace a dovedit în § că fiecare suprafață închisă (adică, o varietate bidimensională netedă și compactă conectată fără graniță) este difeomorfă față de una dintre "standardele" / suprafețele D (o sferă cu k mânere) sau A-(/?) ( sferă în care sunt lipite k benzi Möbius) a) Calculați caracteristica Euler a suprafețelor Eu și N(k) și verificați, în special, că pentru k diferit se dovedește a fi diferit (Știm că caracteristica lui Euler și orientabilitatea sunt păstrate sub un difeomorfism ), așa că acest lucru ne oferă o clasificare completă a suprafețelor închise în raport cu difeomorfisme ) b) Ca invariant care distinge E și A'(k) pentru k diferit, Wallace folosește genul suprafeței, adică numărul maxim de cercuri netede ) neintersectate, tăiate de-a lungul cărora suprafața rămâne conectată Deși am renunțat la gen, este util să verificăm că genul unei suprafețe închise este finit, fapt acceptat în § al lui Wallace fără dovezi Fie r cercuri netede care nu se intersectează pe suprafața L Tăiem M de-a lungul lor și lipim toate găurile rezultate cu cercuri *) De fapt, se păstrează și sub homeomorfism Acest lucru este demonstrat în topologia algebrică ) De obicei, netezimea nu este necesară în definiția genului (Definiția de la Wallace) Se poate demonstra că în acest caz acest lucru nu este esențial Dar dacă suntem interesați de clasificarea suprafețelor închise în raport cu difeomorfisme, atunci este mai ușor să nu dovedim nimic, ci să includem direct cerința de netezime în definiție Nu contează dacă genul în sensul nostru coincide cu cel obișnuit; este important ca acesta să fie păstrat sub difeomorfisme J MILNOR (dintre care nu vor fi mai puțin de r și nu mai mult de r) Notăm caracteristica Euler a suprafeței închise rezultate prin Demonstrați că x/^'X + r și x^ Deduceți din aceasta că genul M M se numește parametrizare a lungimii arcului dacă f mapează diferențial / pe o submulțime deschisă* ) a varietatii M și pentru fiecare s M, printr-o simplă schimbare de variabilă, poate fi transformată într-o parametrizare după lungimea arcului Lema Fie f: I -► M și g: J -► M două parametrizări ale lungimii arcului Atunci f(I) Q g(J) are cel mult două componente conexe Dacă această intersecție constă dintr-o singură componentă, atunci f poate fi extinsă la o parametrizare a lungimii arcului de unire f(I) U g(J) Dacă există două componente, atunci M este neapărat difeomorf cu S Dovada Este clar că g~l°f mapează diferit orice submulţime relativ deschisă ) a intervalului I pe o submulţime relativ deschisă a intervalului J În plus, derivata funcţiei g~'°f este egală cu + sau - eu peste tot Se consideră graficul acestei funcții Г s / X /; constă din toate acele puncte (s, /) astfel încât f(s) = g(t) Atunci Γ este o submulțime închisă a lui IXJ, constând din segmente de dreaptă cu panta ± Din moment ce G ') Un interval infinit este mapat difeomorf pe un interval unitar, de exemplu, folosind o mapare de forma f (t) în = ath/ + & ) Prin urmare, pot avea puncte de limită numai dacă M are o muchie ) Vezi nota de subsol de la pagina - Aprox ed J MILNOR este închisă în \ J și g' ° f este un difeomorfism local, atunci aceste segmente de dreaptă nu se pot termina în interiorul / X /, ci trebuie să ajungă la graniță Deoarece S~iaf este unul la unu, fiecare dintre cele patru laturi ale dreptunghiului \J se poate termina cel mult cu un astfel de segment Orez Trei dintre opțiunile posibile pentru G Prin urmare / este format din cel mult două componente (Vezi Figura ) De asemenea, dacă / are două componente, atunci ambele trebuie să aibă aceeași pantă Dacă Γ este conectat, atunci g~l ° f se extinde la o mapare liniară L: R -" R Atunci combinația dintre f și g o L dă extensia dorită F- I{J L"'(/)->■ f (T) [J g(J) Dacă G are două componente cu o pantă de, să zicem, - , atunci ar trebui să fie aranjată ca în caseta din stânga din Fig ) Transformând, dacă este necesar, intervalul j - (y, p), putem presupune că y = c și b = d, astfel încât Punând acum Ѳ = nt/(a - a), definim difeomorfismul necesar A: S -> M ') În special, în acest caz I și J trebuie să fie finiți - Aprox ed APLICARE formulă h (cos Ѳ, sin Ѳ) = g(t) la la a Y ale fiecăruia dintre care capătul drept coincide cu capătul drept al lui /, atunci există și o extensie la U Іа - Notă, ed ) Dacă intersecția vecinătății indicate a punctului x cu ((/) nu ar fi conectată, atunci prin lemă varietatea M ar fi difeomorfă la S - Prim, ed OBSERVAȚII DE CONCLUZIE ȘI LECTURI RECOMANDATE Bibliografia pentru această carte este mixtă; conține atât lucrări originale (atât cele recente, cât și cele ale căror rezultate au devenit de mult clasice, iar prezentarea este foarte depășită), cât și manuale recomandate Pentru îndrumarea cititorului care dorește să se familiarizeze mai bine cu subiectul, iată câteva remarci despre realizările topologiei diferențiale și despre literatură În primul rând, despre elementele de bază ale subiectului Ar fi foarte penibil să ne limităm la minimul care a fost suficient în limitele acestei cărți ) [ ] și primele trei capitole din [ ] sunt consacrate "pământului nimănui" (expresia lui Leng, deja folosită în prefața editorului de traducere), în timp ce [ ] se referă în mod specific la fundamentele topologiei diferențiale (aproximarea și triangularea); alte aspecte sunt abordate și în exerciții) ) Acum despre câteva rezultate ale topologiei diferențiale Conceptul de bază al acestui subiect este conceptul unei structuri netede pe o varietate În cazul unui spațiu precum o sferă n-dimensională, noi ') Astfel, spațiile tangente și fasciculele tangente au fost definite aici doar pentru subvarietăți ale spațiului euclidian (mănunchiuri tangente - doar în probleme), dar între timp pentru varietăți "abstracte" (spatii topologice dotate cu o structură netedă) există și concepte corespunzătoare Avantajul unui tratament abstract este flexibilitatea sa: o varietate este adesea construită exact ca o varietate "abstractă" (un exemplu sunt spații proiective reale și complexe, exercițiile și din Wallace) și multe întrebări în care spațiile tangente trebuie, fără îndoială, să joace un rol rol esențial nu sunt, de asemenea, în nici un fel legate de încorporarea în spațiul euclidian Mănunchiul tangent este un caz special al noțiunii mai generale de mănunchi vectorial, care este important nu numai pentru topologie, ci și pentru geometria diferențială și teoria ecuațiilor diferențiale CONCLUZII FINALE avem, ca să spunem așa, sisteme de coordonate locale gata făcute coordonate între ele în așa fel încât trecerea de la un astfel de sistem la altul să aibă loc cu ajutorul funcțiilor netede Dar este posibil să se introducă sisteme de coordonate pe sferă într-un alt mod, astfel încât varietatea rezultată să nu fie difeomorfă cu cea originală? Și se poate ca spațiul să fie o varietate topologică (adică este acoperit de vecinătăți, fiecare dintre ele fiind o celulă), dar să nu poată fi transformat într-o varietate netedă? S-a demonstrat recent că răspunsul la ambele întrebări este da De fapt, este firesc ca topologia diferențială să fie datată ca o zonă independentă a matematicii odată cu descoperirea de către Milnor [ ] a existenței diferitelor structuri netede pe o sferă cu șapte dimensiuni Sondajul lui Milnor [ ] este dedicat în principal expunerii populare a problemei structurilor netede pe sfere Înțelegerea acestuia, precum și citirea altor lucrări topologice citate mai târziu în textul principal al acestei secțiuni, necesită familiarizarea cu conceptele de bază ale topologiei algebrice Ne-am familiarizat cu clasificarea varietăților netede unidimensionale (o aplicație la Milnor) și a varietăților netede compacte bidimensionale fără graniță (§ din Wallace) *) Studiul varietăților tridimensionale este în mare măsură subiectul cercetării științifice moderne (vezi ancheta lui Papakyriakopoulos [ ], [ *]) Pentru varietăți compacte de dimensiune, problema clasificării este de fapt indecidabilă (vezi Markov [ ] și Boon, Haken și Poenaru [ ]) Cu toate acestea, s-au făcut progrese mari pentru multiplele simple conectate de dimensiuni mari ■) În legătură cu varietăţile bidimensionale, Milnor face referire la vechea carte a lui Querechiarto [ ], care le este special dedicată În general, tratarea clasică a acestei întrebări, menționată de Wallace la începutul § , este cuprinsă în multe manuale de topologie (în special manuale vechi - nu există suficient spațiu în cele noi), precum și în cărțile despre suprafețele Riemann (unde, n^e, de obicei sunt limitate la cazul orientabil) CONCLUZII FINALE Un rezultat important în această direcție a fost demonstrarea conjecturii generalizate Poincaré pentru dimensiunile n > : dacă o varietate compactă netedă n-dimensională Mn este astfel încât pentru toate k , iar apoi de Smale [ ], Stallings și Zeeman pentru n O expunere detaliată a acestui rezultat și a generalizării sale este teorema lui Smale despre d-bordism este disponibil de la Milnor [ *], un rezumat al rezultatelor și primele aplicații pot fi găsite în recenzia lui Smale [ ] Dovezile se bazează pe studiul punctelor critice și a intervențiilor chirurgicale sferice (un rol important îl joacă reducerea intervențiilor chirurgicale descrisă de Wallace în Secțiunea ) În formularea conjecturii generalizate Poincaré se impun anumite condiții asupra proprietăților de homotopie ale varietății Mn și se ajunge la concluzia că clasificarea unor astfel de varietăți până la homeomorfism este trivială (Acum putem spune că teoria lui Milnor a structurilor netede pe sfere este o clasificare a unor astfel de varietăți până la un difeomorfism, adică la o relație de echivalență mai fină ) S-au făcut alte proprietăți de homotopie și unele progrese [ ], dar următorul progres semnificativ a fost realizat prin combinarea acestor metode cu metoda Pontryagin-Thoma Acest pas (însoțit de o complicație accentuată a aparatului folosit de topologie algebrică) a fost făcut de Novikov și Browder, care au reușit să reducă aproape complet clasificarea varietatilor pur și simplu conectate la probleme de topologie algebrică ) Vezi recenzia lui Wall [ *] despre asta ') Wallace se referă la expunerea lui Wallace [ ], care conține unele îmbunătățiri Acum este firesc să ne referim la cartea recent publicată a lui Wall [ *] CONCLUZII FINALE Inrezolvabilitatea problemei de clasificare în cazul general neconexat nu exclude încă posibilitatea rezolvării ei pentru varietăți cu un grup fundamental destul de simplu - de exemplu, unul ciclic; Într-adevăr, în ultimii ani s-au înregistrat progrese semnificative în această direcție Una dintre problemele topologiei diferenţiale se referă la înglobarea de varietăţi în spaţiul euclidian Știm că o varietate n-dimensională poate fi încorporată într-un spațiu euclidian ( n - )-dimensional (Problema *); este posibil să-l încorporăm într-un spațiu euclidian de dimensiune inferioară? Aceeași întrebare poate fi pusă pentru imersiuni, sau imersiuni, așa cum sunt numite mapări netede ale rangului n (Wallace, definiția ) Vezi recenzia lui Smale [ ] despre asta În ansamblu, anchetele [ ], [ ], [ *] (cel din urmă acoperă o gamă mai largă de probleme, dar este scrisă mai concis), fără a necesita informații preliminare semnificative, oferă o idee bună despre stare de topologie diferenţială la momentul scrierii lor De atunci, s-au realizat progrese suplimentare foarte semnificative, dar, din câte se știe, încă nu le-au fost dedicate recenzii de aceeași natură În concluzie, amintim literatura de specialitate pe domenii conexe ale matematicii Manuale de topologie algebrică: [ *], [ *], [ ], [ ] Din păcate, manualele nu au reflectat încă noile tendințe în topologia algebrică (teoriile omologiei generalizate), care într-o anumită măsură le-au înlocuit pe cele dintâi, în special în aplicațiile la topologia diferențială Referințele ocazionale la pachete din această carte nu oferă nicio idee despre semnificația lor pentru topologie Aparent, cea mai bună introducere în teoria spațiilor de fibre este prima jumătate a cărții lui Steenrod [ ] (unde fasciculele de fibre sunt numite "produse oblice"), deși unele lucruri ar trebui acum afirmate diferit (A doua jumătate, începe- ') Vezi [ *] OBSERVAȚII FINALE începând cu § , este acum iremediabil depășit ) O idee despre utilizarea pachetelor și a formelor diferențiale în geometrie este dată în [ ] Teoria formelor diferențiale se află la limita dintre topologie, geometrie și analiză și este utilizată diferit în fiecare dintre aceste discipline O introducere elementară este [ ] O expunere orientată spre topologie este [ ] Conceptul de punct critic are aplicații importante în geometria diferențială [ ], [ ], [ *] Rezultatele geometrice astfel obținute sunt la rândul lor utile pentru topologie [ ] LITERATURĂ ! Aine (Ince E L), Ecuații diferențiale ordinare, Dover, New York, (Traducerea în limba rusă a unei ediții timpurii: Ecuații diferențiale ordinare, GONTI, Kharkov, ) Allendorfer (S V Aliendoerfer), Numărul Euler al unei varietăți Riemann, Amer Jour Math ( ), - * Alber S I , Topologia varietăților funcționale și calculul variațiilor în general, U MN, ( ), nr , - Apostol (T M Apostol), Lectură de analiză matematică, Mass: Addison-Wesley, Auslander, Mac-Kenzie (Auslander L , Mac-Kenzie R,), Introduction to differentable multiples, New York, McGraw-Hili, Blackett (Blackett DW) Topologie elementară, Academic Press, New York, Brown (B row n A V ), Funcțional dependence, Trans amer Matematică Soc ( ), - (Vezi teorema -III ) Brouwer LEJ, Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten Matematică Ann ( ), - * Boone WW, Haken \V , Poenaru V , Despre probleme recursiv insolvabile în topologie și clasificarea lor, Contributions to Mathematical Logic, , - Bourbaki N , Topologie generale, Hermann, Paris (Traducerea în limba rusă a primelor opt capitole: Topologie generală Structuri de bază M , "Nauka", ; Topologie generală Grupuri topologice Numere și grupuri și spații înrudite M , "Nauka", ) Hoffman (G o ffm a p S ), Calculul mai multor variabile, New York; Harper & Row, A Ya Dubovitskii, Despre mapările diferențiabile ale unui cub n-dimensional într-un cub n-dimensional Mat sat ( ), K" , - Dieudonnet J-, Fundamentele analizei moderne, M , "Mir", G Zeifert și V Trellfall, Calculul variațiilor în ansamblu M , IL, Kerekjârto V V , Vorlesungen uber Topologie, Berlin, Springer, K u p a n t R , Curs de calcul diferenţial şi integral, M "Nauka", vol I, ; t, , LITERATURĂ S Leng, Introducere în teoria varietăților diferențiabile, Moscova, Mir, Munkres JR, Topologie diferențială elementară, Analele matematicii studii, v , Princeton Univ Press, Mapov A A , Indecidibilitatea problemei homeomorfismului, Proceedings Internat Congresul de matematică, , - , Cambridge University Presa J Milnor, On manifolds homeomorphic to a seven-dimensional sphere sat traduceri Mathematics, : ( ), - ? Milnor (M ilnor J ), A survey ol cobordism theory L'Enseignement matematică , ( ), - Milnor J , Teoria Morse, M , Mir, J Milnor, Topologie diferenţială UMN, , vol , nr , - (modificări: UMN, , ( ), nr , ; nr , ) * J Miller, Teorema A-cobordismului M , Mir, Morse A (Morse A R), The behavior of a function op its critici set , Ann de Math ( ), - Papaky rikopou los CD, Teoria varietăților tridimensionale din , Proc Intern Congresul de Matematică, , Cambridge Univ Press, , - * Papakiryakopoulos SD, Câteva probleme în teoria varietăților tridimensionale, Sat traduceri "Matematics", : ( ), - L S Pontryagin, Classification of continuous mappings of a complex into a sphere, DAN SSSR, ( ), nr , - L S Pontryagin, "Smooth manifolds and their application in homotopy theory", Proceedings of the Steklov Institute of Mathematics, vol , Editura Moscova a Academiei de Științe a URSS, J de Ram, Varietăţi diferenţiabile, Moscova, IL, * Rokhlin VA, Clasificarea mapărilor sferei (n + )-dimensionale în una n-dimensională DAN SSSR, , vol , nr , - Sard A , Măsura punctelor critice ale hărților diferențiabile, Bull amer Matematică Soc ( ) - Smale S , Conjectura generalizată a lui Poincare în dimensiuni superioare, Bull amer Matematică Soc ( ), - Smale S , Conjectura generalizată Poincaré în dimensiuni mai mari de patru, Sat traduceri Mathematics, : ( ), - Smale S , Review of some recent developments in differental topology, Uspekhi Mat Nauk ( ), nr , - * Spenier E , Topologie algebrică M , Mir, M Spivak, Analiza matematică asupra varietăților, M , Mir, Sternberg, S Lectures on Differential Geometry, Moscova, Mir, Steenrod N , Topology of skew products, Moscova, IL, , Tom R , Unele proprietăți "în ansamblu" de diferențiabil LITERATURĂ soiuri, Sat "Spații fibrate și aplicațiile lor", Moscova IL, , pp - Whitney H , O funcție care nu este constantă pe un set con-conectat de puncte critice, Duke Math I ( ), - Wall (W a C TC), Clasificarea colectoarelor n conectate (n - l), Ann of Math , ( ), - * Perete (W a C TC'), Topologia colectoarelor netede, / teren Matematică Soc ( ), nr , - Wall (W a & C TC), Classifications problems in differen-tiable topology, Topology, ( ), - ; ( ), - ; ( ), - *, Wall (W a C TC), Surgery on compact manifolds, Academic Press, New York-Londra, Wallace (W a a c e AH), Introduction to algebric topology, Macmillan (Pergamon), New York, Wallace AH', Modificări și cobounding manifolds, Pt , Canada J Math , ( ), - ; Pt , ] Matematică Mech ( ), - ; Pt , / Matematică Mech ( ), - ; Pt , / Matematică Meck ( ), - Feichel (Fenchel W ), Despre curburele totale ale varietăților riemanniene, / Londra Matematică Soc ( ), - * Fuchs D , Fomenko A , Gutenmakher V , Topologie homotopică, Universitatea de Stat din Moscova, Hilton P , Wylie S Teoria omologiei M , Mir, Hirzebruch F , Neue topologische Methoden in der algebraischen Geometrie, Ergeb Matematică, v Hirsch M , A proof of nonretractibility of a cell on its boundary, Proc amer Matematică Soc ( ), - Hopf H , Abbildtingsklassen n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten, Math Ann ( ), - Hopf H , Vektorfelder in n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, Math Ann ( ), - Hopf H , Uber die Abbildungen von Sphăren auf Sphăren niedrigerer Dimension, Fund Matematică ( ), - Xu Sijiang, Teoria homotopiei, Moscova, Mir, Chern SS, O dovadă intrinsecă simplă a formulei Gauss-Bonnet pentru varietățile Riemannien închise, Ann Matematică ( ), - LISTA SIMBOLURILOR Teoretică x e A notație x este un element al mulțimii A x f A x nu este un element al mulțimii A Setul ACB A este conținut în setul B A => B setul A conține setul B uniunea div a mulțimilor A și B Intersecția DPV a mulțimilor A și B id/ uniunea de seturi D/ PD intersectia multimilor D/ Adăugarea CA la setul A A \ B multimea goala este diferenta dintre multimile D si B #d numărul de elemente ale mulțimii A {x | x are proprietatea S} mulțimea tuturor acelor x care au proprietatea id vom S este maparea identității (din care LISTA SIMBOLURILOR gestul A, ar trebui să fie clar din context; traduce fiecare punct a e A din nou în a), f: maparea AB a multi- gesturi în multitudine Acest f include și următoarea notație: restricția mapării f pe submulțimea A{c: A (completă) imagine inversă a punctului b ∈ B (completă) imagine inversă a mulțimii B{c În imaginea mulțimii A, compoziția mapărilor f și g: B->C, definită prin formula (g f) (a) = g (f (a)) gf (sau g • f) can f (b) = (a \ f(a) = b) Г'(Ві) = {a|Ia)eВ±} Imf = f(A) g°f SAU gf cărți (În funcție de context, indicați produsul obișnuit al funcțiilor ) Denumirile în care sunt introduse A Ht Int A Rk Fr A sn-l dim M TMH , degf llxll deg(Ă y) X • și deg f l(M, N) dfx , - co(p, M) D'n %(M) , dK Xm, Qm, Q G K index al subiectelor Atlasul Atlasuri coordonate (compatibile) O varietate bordant la zero , Varietăți Bordant , Bordism, bordism , , - echipat Grupul de bordism, inelul Câmpul vectorial Investiție - teoreme despre el , , , Înăuntru sunt varietăți cu limita Rotația unui câmp vectorial Teorema Gauss-Bonnet Maparea gaussiană (normală) , Hessian Homeomorfismul , Homotopia , Granița Difeomorfismul , Diferenţial de afişare (derivat) , Distribuitor dublu cu limită Setul închis Închidere Izotopia , , Hopf invariant Indicele punctului critic al funcţiei i - - legătură cu tipul de pe- reconstrucție - câmpul vector zero Suma indexului , , , Harta , Linia tangentă Spațiul tangent , , - - la punctul de margine pachetul Vector tangent Celula Grupuri cohomotonice , Compactitate Coordonate locale (sistem de coordonate pe colector), vecinătate de coordonate - - , Codimensiunea Coeficientul de legătură Limita colectorului , INDEX SUBIECTULUI Punctul critic de afișare , de funcții nedegenerat imobil cartier Nivelul funcției critice structura de cartier , , Valoare de afișare critică , Colectorul este neted , ■ -clasa C", C°° - - cu muchia , - Pontryagin - topologic Soiuri, observații privind clasificarea - Variete cu dimensiunea , , clasificare , , Distribuitor neorientabil , , Punct fix Afișaj normal (gauss) , - pachetul Vectori normali , , Zeroul unui câmp vectorial este nedegenerat Colector de limitare , Conexiune unică Cartierul - - seturi - produs direct , Orientarea marginilor Orientare, colector orientat sau orientabil , Traiectorii ortogonale ale unei familii de niveluri Bordism încadrat subgrup Teorema fundamentală a algebrei Deschide setul Setul relativ închis, relativ deschis Mapare lină a colectoarelor netede - - - submulțimi ale spațiului euclidian , - continuu Parametrizare - lungime arc Perestroika Bucla (cale închisă) Un film care realizează bordismul multiplelor , - restructurare Subvarietatea -variete cu limita Subacoperire Subspațiul Acoperire Ordinea unui punct în raport cu o varietate INDEX SUBIECTULUI Plan proiectiv, spațiu proiectiv - Derivată (diferențială) de cartografiere , Încorporarea directă PO Poincaré conjectura - - generalizat Teorema Poincaré-Hopf Dimensiunea colectorului este , , Clasament, afișare Punct obișnuit , Valoare regulată , , Retragere, retragere , Tip suprafață , Teorema Sarda , , Suma conexă a varietăților Conectivitate Torus solid Gradul de cartografiere , - botul doi , Proiecție stereografică Restructurare sferică - - compensarea , Tnp perestroika , Produs topologic - spatiul Thor , transversalitate Grupa fundamentală Funcție lină - în spațiul euclidian sau pe submulțimea lui , -pe un colector sau pe subsetul său /-conectat câmpuri vectoriale Spațiul Hausdorff Teorema Hopf , , , , Pachetul Hopf Caracteristica lui Euler , Matricea Jacobi, Jacobian CUPRINS Prefața editorului de traduceri A WALLACE TOPOLOGIE DIFERENȚIALĂ PRIMII PASI Cuvânt înainte § Spații topologice Împrejurimi Seturi deschise și închise Afișări continue Produse topologice Conectivitate Compact Spații cu bază numărabilă § Colectivităţi netede Introducere Funcții fluide și mapări netede Distribuitori netezi Coordonate locale și funcții netede Smooth Mappings Rangul unei mapări fluide Variete cu limită §■ Subvarietăţi Definiție Varietăți în spațiul euclidian Teorema de încorporare Încorporarea unei varietăți cu graniță § Spaţii tangente şi puncte critice Linii tangente Puncte critice Puncte critice nedegenerate Întărirea teoremei de încorporare § Niveluri critice și necritice Definiţii şi exemple Apropierea nivelului critic; analizând unul exemplu Apropierea nivelului critic; discuție generală Vecinătatea punctului critic Apropierea nivelului critic; rezultate § Perestroika sferică Introducere investitie directa CUPRINS Definirea reconstruirilor Un film care realizează restructurare Colectivităţi Bordante Perturbații mici și izotopie Aducerea la o poziție comună ■ Rearanjarea rearanjamentelor Interpretarea teoremei în termeni critici puncte § Varietăţi bidimensionale Introducere Varietăți bidimensionale orientabile Caz non-orientabil Teorema asupra varietatilor tridimensionale § Următorii pași Uciderea claselor de homotopie Restructurarea și reducerea compensatorii Aplicarea la varietăți tridimensionale J MILNOR TOPOLOGIE DIN VEDERE DIFERENȚIALĂ Cuvânt înainte § Varietăți netede și mapări netede Spații tangente și derivate Valori regulate Teorema fundamentală a algebrei § Teorema lui Sard și Brown Variete cu limită Teorema punctului fix a lui Brouwer § Demonstrarea teoremei lui Sard § Gradul unei mapări modulo Homotopie netedă și izotopie netedă § Varietăţi orientate Gradul lui Brouwer § Câmpurile vectoriale şi caracteristica Euler § Bordism echipat; Designul lui Pontryagin, Teorema lui Hopf § Exerciţii Aplicație Clasificarea varietatilor unidimensionale Observații finale și lectură recomandată Literatură Lista denumirilor Index DRAGA CITITORULE! Vă rugăm să trimiteți comentariile dvs despre conținutul cărții, designul acesteia, calitatea traducerii și altele la: , Moscova, I- , GSP, st Rizhsky per , , editura Mir J MILNOR, A WALLACE TOPOLOGIE DIFERENȚIALĂ Editor G M Tsukerman Director artistic A V Shipov Editor artistic V I Shapovalov Editor tehnic G A Maksimova Predat setului /II Semnat pentru publicare /XI Hartie nr XYu '/I= , hartie l , arb cuptor l Uch -ed l Ed Nr / Pret cop Zach EDITURA "MIR" Moscova, prima bandă Riga, Ordinul Imprimeriei Steagul Roșu al Muncii Leningrad nr , numit după Evgenia Sokolova din industria principală a poligrafului al Comitetului de stat al Consiliului de Miniștri al URSS pentru edituri, tipografii și comerț cu cărți Prospect Izmailovsky, de ani 